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Dimension cubique de deux nouvelles classes d’arbres
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Résumé Un arbre T est Cn- valué si les arêtes de T sont marquées par les entiers de l’ensemble {1, 2, 3, . . . , n}
de sorte que pour toute châıne P de T, il existe un entier K ∈ {1, 2, 3, . . . , n} pour lequel un nombre
impair d’arêtes de P sont marquées par K. Tous les arbres sont Cn- valués, le problème consiste à trouver
le plus petit entier n, pour lequel un arbre donné est Cn- valué, on parle alors de la dimension cubique de
l’arbre. Dans ce papier nous avons définit deux nouvelles classes pour lesquelles la dimension cubique est déterminée.
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8.1 Introduction

Un plongement de G(V,E) dans l’hypercube est défini par la donnée d’une application

injective ϕ de l’ensemble des sommets de G dans l’ensemble des sommets de Qn, et d’une

application Pϕ de l’ensemble des arêtes de G dans l’ensemble des arêtes de Qn, qui associe

à chaque arête uv de G une arête ϕ(u) ϕ(v) dans Qn. Ce problème est très étudié en

théorie des graphes. En effet, de nombreux efforts ont été consacrés pour déterminer des

conditions (nécessaires et/ou suffisantes) selon lesquelles un graphe G est un sous graphe

d’un sous-graphe de l’hypercube Qn.

Une classe importante à étudier est celles des arbres dans l’hypercube. Cette importance

résulte de l’utilisation de ces arbres dans plusieurs domaines, à savoir : informatique,

sciences sociales, recherche opérationnelle, optimisation combinatoire, théorie des réseaux

électriques. . . . Le problème consiste à donner la plus petite dimension d’un hypercube dans

lequel un arbre donné G est plongeable. On parle alors d’hypercube optimal et de dimen-

sion cubique de l’arbre, notée dimG.Dans le même contexte, on définit dans ce papier deux

nouvelles classes pour lesquelles la dimension cubique est déterminée. La Cn-valuation aux

cas des arbres est donnée comme suit : Un arbre T est Cn- valué si les arêtes de T sont

marquées par les entiers de l’ensemble {1, 2, 3, . . . , n} de sorte que pour toute châıne P de

T, il existe un entier K ∈ {1, 2, 3, . . . , n} pour lequel un nombre impair d’arêtes de P sont

marquées par K.
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8.2 Quelques types d’arbres plongeables dans l’hypercube

On présente certains résultats connus sur les plongements d’arbres dans l’hypercube.

8.2.1 Arbres Binaires

Un arbre est dit binaire si son degré maximum est au plus égal à trois. Un résultat

concernant les arbres binaires a été donné par I. Havel

Proposition 7 (Havel [1]) Soit T un arbre binaire d’ordre 2n avec n ≥ 3 ; si T est équilibré

et possède deux sommets de degré maximum alors T est plongeable dans Qn

8.2.2 Arbres Binaires Complets :

Un arbre Binaire complet Dn peut être défini de la façon suivante :

Pour n = 1, D1 = K1,2. Pour n ≥ 2 Dn est obtenu à partir de deux copies disjointes T et

T ′ de Dn−1 et d’un nouveau sommet v relié aux deux racines de T et T ′. Dn possède un

seul sommet de degré 2 (la racine), 2n sommets pendants et 2n−2 sommets de degré 3.

Proposition 8 (Havel [1]) pour n ≥ 2, dimD1 = 2 et dimDn = n+ 2

8.2.3 Autres classes d’arbres binaires :

1) Pour n ≥ 1, Hn est un arbre binaire définit inductivement comme suit : H1 est le graphe

de la figure suivante :

Figure 8.1. H1

Pour n ≥ 2, Hn est obtenu en reliant dans Hn−1 chaque sommet pendant à deux

nouveaux sommets ; les nouveaux sommets seront les sommets pendants de l’arbre Hn.

Hn possède 2n+1 sommets pendants , 2n+1 − 2 sommets de degré 3 et 3 sommets de

degré 2 , donc Hn a 2n+2 + 1 sommets.
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Proposition 9 (Berrachedi [3])Pour tout n ≥ 1; dimHn = n+ 3.

8.3 Deux nouvelles classes d’arbres binaires

8.3.1 La classe Hk
n

On définit un arbre binaire de la façon suivante : Pour n ≥ 1, H1
n est l’arbre Hn.

Pour n ≥ 1, k ≥ 1 Hk
n est obtenu en insérant (k − 1) nouveaux sommets de degré 2 au

niveau de l’arête ub de Hn

H2
2 est montré dans la figure suivante :

Figure 8.2. R1

Théorème 8.1 Pour n ≥ 1, 2 ≤ k ≤ 1 dim(Hk
n)= n+ 3.

8.3.2 La classe Sn

Pour n ≥ 1, Sn est un arbre binaire définit inductivement comme suit : S1 est le graphe

de la figure suivante :

Figure 8.3. S1

Pour n ≥ 2, Sn est obtenu à partir de Sn−1 tel que chaque sommet pendant est relié à deux

nouveaux sommets ; les nouveaux sommets seront appelés sommets pendants dans l’arbre
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Sn. Sn possède 2n sommets pendants ,3 sommets de degré 2 et 3.2n−1 sommets de degré 3,

donc Sn a 9.2n−1 + 7 sommets. Le théorème suivant donne la dimension cubique de Hn.

Théorème 8.2 Pour tout n ≥ 1; dim(Sn) = n+ 3.
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