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Résumé Dans ce papier, nous présentons une méthode d’approximation pour l'estimation des principaux
parameétres de performance dans les systémes GI/GI/1 et GI/GI/s. La méthode des deux moments est établie
selon le principe d’interpolation en combinant de manieére linéaire et harmonique des solutions analytiques de
systémes d’attente simples. Plusieurs approximations du temps moyen d’attente des systémes GI/GI/1, GI/GI/s
sont présentées.

Mots clés : Files d’attente, interpolation, méthode des deux moments, approximation.

6.1 Introduction

Pour pallier aux difficultés rencontrées dans l'obtention de solutions exactes et in-
terprétables (analytiques) pour de nombreux systemes d’attente, les analystes ont recouru
a des méthodes d’approximation. Parmi les mieux adaptées, on trouve les techniques d’ap-
proximation des deux moments qui se satisfont de la seule information concernant les deux
premiers moments. Celles-ci se basent sur 'interpolation linéaire ou harmonique d’un pa-
rametre de performance a partir de parametres de performance calculés pour des systemes

connus.

6.2 Approximation par interpolation des systemes GI/GI/s

L’approche des deux moments par interpolation des systemes développée dans cette
partie appartient au type heuristique. Cette méthode a été largement utilisée pour les
systemes classiques de files d’attente.

La formulation par interpolation des systemes présente un grand intéréet pratique dans les
problemes de conception et de décision, d’abord en raison de sa simplicité, mais surtout

parce que dans les situations réelles, la seule information disponible est celle concernant
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les deux premiers moments.

L’interpolation peut-étre linéaire ou harmonique, mais peut également mettre en oeuvre
une base d’approximation pouvant contenir plusieurs systemes connus. Cette approche
permet d’'une part, de retrouver la méthode des deux moments en tant que cas particulier
et, d’autre part, de justifier plus rigoureusement les arguments heuristiques a l'origine de

leur usage.

6.2.1 Méthodologie de l’interpolation

Soit a considérer £ et 7 les variables aléatoires des temps d’inter-arrivées et de service
respectivement, et F et B les lois de distribution correspondantes.
Kimura propose une approche unifiée en considérant le quotient :
W(GI/GI/s)
W(GI/GI/1)

La quantité Q(GI/G1/s) est approximée par une fonction des quantités correspondantes

Q(GI/GI/s) = (6.1)

pour des systemes analysables connus tels M/M/s, GI/M/s, ... :
Q(GI/GI/s) = f(Q(Br), ..., Q(Bn)) (6.2)

ou I’ensemble des systemes simples B = {f4, ..., 3,} constitue la base de I'approximation.
Il y a différentes fagons de définir la fonction f mais deux d’entre elles seront utilisées dans

le cadre de cette approche :

Q(eI/a1/9) ~ Y Lal) 63
QGI/G1/5) = Y Q&) -1 (6.4)

Ol l; = I,(GI/GI/s) et h; = hy(GI/GI/s) sont les coefficients de poids du i®™® systéme
(it=1,...,n).

Les approximations (6.3) et (6.4) sont les combinaisons linéaires (de type L) et harmo-
nique (de type H) de la quantité Q(GI/GI/s).

Théoréme 6.1 [Kimura 1994]

Les approximations (6.3) et (6.4) sont asymptotiquement correctes lorsque p — 1 si :

i=1 =1
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Les approximations (6.3) et (6.4) s’écrivent :

n

W(GIL/GI[s)=W(GI/GI/1) Y LQ(S) (6.6)

i=1

et

n

W(GI/GI/s) = T (GI/GI/{S —

3 Q(ﬁi)}fl (6.7)

6.3 Approximations heuristiques du modele GI/GI/1 avec
rappels

Les méthodes heuristiques ont été utilisées pour ce type de modeles (ou des approches
analytiques, algorithmique et autres sont absentes), notamment pour les systemes de type
GI/G/m/m [Pourbabai 1987, 1988] ainsi que pour les réseaux en tandem dans le cas avec
rappel [Pourbabai 1989, 1990).

6.3.1 Approximations heuristiques du systeme GI/GI/1
Soit le rapport : o

Wr(GI/GI/s)

Wr(GI/GI/1)

Ou Wr(GI/GI/s) et Wr(GI/GI/1) sont les temps moyens d’attente dans la file pour les

systemes GI/GI/s et GI/GI/1 avec rappel respectivement.

Qr(GI/GI/s) = (6.8)

Cette quantité est ensuite écrite comme une combinaison d’interpolation (linéaire et har-
monique) dans la base B = {M /M /s, M/D/s, D/M/s} de systémes simples avec rappels :

Qr(GI/GI/s) ~ Zz Qr(6;) (6.9)

Qr(GI/GI/s) ~ {Z (6.10)

> o))

ott I; et h; sont les coefficients de poids du ™€ systéme (i = 1, ...,n) de la base B et vérifient

le théoreme 0.1 appliqué au cas avec rappel :
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6.3.2 Approximations de type linéaire

Dans la base B, I'approximation (6.9) s’écrit :

Wr(GI/GI/s) ~Wr(GI/GI/1) iliQr(ﬂi) (6.11)

~ Wr(GI/GI/D){LQr(M/M/s) + ,Qr(M/D/s) + 1;Qr(D/M/s)}

Cette approximation est équivalente a :

— _Wr(GI/GI/1),, — Wr(M/M/1)—
Wr(GI/GI/s) ~ WD {LWr(M/M/s) + JQ—WT(M/D/U Wr(M/D/s)6.12)
Wr(M/M/1)—
3WWT(D/M/S)}
O,
Wr(M/M/1) = A(lp— ki 9(1[)—p) (6.13)
We(M/DJ1) =~ P

2A(1=p)  0(1—p)

Pour Wr(GI/GI/1), par extension heuristique du résultat exact de la file M/G/1 avec

rappel, on a :
Op(Ca® + Cs?) + 22X —

Wr(GI/GI/1) = TSy, Wr(M/M/1) (6.14)
Wr(G1/GI/1) = 22 (0‘5(0'; ii; T2 Cat O, )W (MIM/1) (6.15)
Wr(D/M/1) = %WT(M/M/U (6.16)

et
Wr(D/M/1) = %ngr(M/M/n (6.17)

A partir de (6.13), (6.14) et (6.16), approximation (6.12) s’écrit :

Op(Ca? + C's*) + 2
2(0p+ )

2(0p +2)) — 2(0p + N v
WWT(M/D/S) + l3ep+—2)\W7"(D/M/S)}

Wr(GI/GI/s) =~ {LL,Wr(M/M/s) (6.18)
+ 1y

A partir de (6.13), (6.14) et (6.17), 'approximation (6.12) s’écrit :
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Op(Ca* + Cs?) + 2\

Wr(GI/GI/s) ~ {LLWr(M/M/s) (6.19)

2(6p+N)
2(0p+2)\) — 200+ ) —

En Appliquant au systeme M/G/1 avec rappel, les approximations (6.18) et (6.19)

s’écrivent :

Re ~ Qp(lz?efi >A)+ 2204001 1) ;:j;ARD} (6.20)
tel que :
_ Wr(M/G/s) _ Wr(M/D/s) .
G = m, RD = W et [l = ll =1 lg (621)

Dans la limite asymptotique s — oo, on a Rg (Rp) — 1 et a partir de (6.20), on obtient :

B 2(0p+A) 9
P NG Gy (6.22)

Pour le cas simple s =1 :

Wr(GI/GI/1) =~ (Ca®> 4+ Cs* — 1)Wr(M/M/1) (6.23)
+ (1= Cs)Wr(M/D/1) + (1 — Ca®*)Wr(D/M/1)

Wr(GI/GI/1) =~ Ca*Cs*Wr(M/M/1) + (1 — Cs*)Ca*Wr(M/D/1) (6.24)
L (BpCs* +20)(1 - Ca®)

9o Wr(D/M/1)
Wr(GI/GI/1) =~ (Ca® 4+ Cs* — 1)Wr(M/M/1) (6.25)
+ (1= CsHWr(M/D/1) + u;—MWr(D/M/l)

6.4 Conclusion

Nous avons présenté une méthode d’approximation pour l'estimation des principaux

parametres de performance dans les systemes GI/GI/1 et GI/GI/s.

La méthode d’approximation des deux moments est établie selon le principe d’inter-

polation en combinant (de maniére linéaire et harmonique) des solutions analytiques de
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systeémes simples que sont les files M/M/1, M/D/1 et D/M/1. Plusieurs approximations
du temps moyen d’attente des systemes GI/GI/1, GI/GI/s sont présentées.

-Des investigations plus détaillées sont souhaitables dans le but d’élargir le domaine
de validité de l'approximation des deux moments. Enfin, cette méme approche est
a encourager afin de connaitre le degré de validité de la méthode en considérant un
coefficient de variation relatif a la distribution des inter-rappels (systeme GI/GI/1 avec

rappel général).

Il serait aussi intéressant d’engager des réflexions sur la possibilité d’appliquer ces

résultats pour les systemes d’attente avec rappels et vacances.





