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Résumé Dans ce travail, on a étudié le modele de files d’attente M/G/1 avec pannes dépendantes. On a obtenu
le noyau de transition associé a la chaine de Markov décrivant I’état de ce modele. Ainsi, on a également obtenu
les probabilités de transition d’un autre modele spécifique. En utilisant la méthode de stabilité forte, cela nous a
permis d’estimer l'erreur due & l’approximation des mesures de performance d’'un modele d’attente M/G/1 avec
pannes dépendantes par celles correspondantes du modele d’attente M/G/1 classique, en supposant que le taux
de pannes est suffisamment petit.
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Dans ce travail, une étude a été faite sur le systeme de files d’attente M/G/1 avec
pannes dépendantes. En effet, nous avons obtenu 'opérateur de transition de ce systeme.
Ainsi, nous avons dérivé un autre systeme a partir de celui-ci pour lequel nous avons aussi
obtenu les probabilités de transition. Notre but est d’exploiter par la suite ces résultats afin
d’estimer 'erreur due a I’approximation des mesures de performance d’un systeme d’attente
M /G /1 avec pannes dépendantes par celles du systeme d’attente M/G/1 classique lorsque

le taux de pannes est suffisamment petit, et ceci en utilisant la méthode de stabilité forte.

5.1 Description des modeles

Considérons un systeme de files d’attente M/G/1 (FIFO, 00) ou le serveur est sujet a
des pannes aléatoires. Le flot des arrivées est poissonnien de parametre \. La distribution
de la durée de service est générale, de taux infinitésimal o(y) = s(y)/1—S(y) avec y € R,
S et s étant respectivement la fonction de réparatition et la densité de la durée de temps

du service. Dans ce systéme, nous considérons les pannes passives, c¢’est-a-dire, les pannes

du serveur peuvent avoir lieu juste apres les instants de départ d’un client. Pour I'instant,
ceci peut étre le cas ou la stratégie du service est ”scheduling strategy” et supposons que la

réparation du serveur doit se terminer seulement aux instants d’arrivée d’un client. L’état



32 Karim ABBAS

du systeme de files d’attente M/G/1 avec pannes et réparation en un instant ¢, peut étre

décrit par le processus stochastique suivant :
S(t) ={X(t),N(t),Y(t);t > 0}, (5.1)

ou,
e N(t) € N : est le nombre de clients dans la file a 'instant ¢,
o X(t) €{0,1} : décrit les propriétés globales de la file (le bon ou le mouvais état),
e Y(t) € RT : est la quantité du service déja regue par le client qui est entrain d’étre

servi dans le systeme (0 si la file est vide).

La description du systeme se fait a 1'aide de I’évolution du vecteur d’état S(t). En effet,
lorsque le systeme n’est pas vide (c’est-a-dire, N(t) > 1) et Y (t) > 0, alors la file sera dite
en état X(t) = 0 (c’est-a-dire, le serveur est en bon état). Dans ce cas, elle se comporte
exactement comme la file M/G/1 classique. A chaque instant de départ, N(t) est diminué
par un et Y (t) devient 0. Si N(t) # 0, lorsqu’il est diminué par un, le systéme peut étre
dans I'un des deux états possibles :

o l'un reste a I'état X (t) = 0, dans lequel il commence & servir au moins un des clients

en attente;
o ou de faire un saut a l’état X (¢) = 1, dans lequel il commence une période de panne
durant laquelle aucun service ne peut étre fourni a aucun client.

Ce choix a été effectué par le systeéme juste apres l'instant de départ pour lequel N(t) >
0, et il est supposé étre une fonction de 1'état du vecteur S(t) : Supposons qu’il est en
{X(t) = 0,N(t) = n,Y(t) = 0}, puis, avec une probabilité a(n) (0 < a(n) < 1), la
transition a X () = 1 aura lieu, et avec une probabilité 1 — a(n) le systeme devient en
état X (t) = 0. Lorsqu'il est en état {X () = 1, N(t) = n,Y (t) = 0}, c’est-a-dire, autant
que la panne est longue et n’est pas terminée, les transitions en dehors de cet état auront
lieu uniquement aux instants d’arrivée d’un client. En plus, avec une probabilité 5(n)
(0 < B(n) < 1), qui est une fonction de I’état juste avant cette arrivée, cette transition
mene a I'état {X(¢) =1, N(t) =n+1,Y(t) = 0} et avec une probabilité 1 — 5(n) a I'état
{X(t)=0,N(t) =n+1,Y(t) = 0"} (0" car un nouveau service sera commencé tout de
suite). Lorsque N (t) = 0, juste apres le départ d’un client, nous choisissons arbitrairement
de dire que X (¢) = 1. Un séjour dans 'état {X(¢) = 1, N(t) = 0,Y (t) = 0} se termine a
I'instant de la prochaine arrivée d'un client. De la méme fagon que pour le cas précédent,
avec une probabilité 5(0), cette arrivée produit une transition a I'état {X(¢) = 1, N(t) =
1,Y(t) = 0} et avec une probabilité 1 — 5(0) a état {X(¢) = 0,N(¢t) = 1,Y(¢t) = 0" }.
Supposons que les fonctions a(n) et 5(n) ont des limites quand n — co. Notons ces limites
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respectivement par « et 8. Définissons ainsi :

a = supa(n) et 3 =sup B(n). (5.2)

n>1 n>0
Lorsque les conditions (5.3) ci-apres sont vérifiées

0<ax<l
0<p8<1 (5.3)
a+p<1
alors, la condition d’ergodicité d'un tel systeme est de la forme [1] :
A a

Le processus stochastique S(t) d’espace d’état {0,1} x N x R* possede la propriété
de Markov. Le calcul de son régime transitoire fera intervenir des équations intégro-
différentielles. Pour cela, nous avons utilisé la méthode de la chaine de Markov induite,

qui nous ramene a 1’étude de ce processus au cas discret. A cet effet, soit 7,, le n-ieme ins-

tant de saut du processus Markovien S(t) vers I'état (0xNx{0}). Soit .S,, défini comme suit
S(T,) = S, = (0,N,,,{0}). La propriété forte de Markov implique que S, est une chaine
de Markov [1]. {S,,n € N} a pour espace d’état N*. Elle est irréductible et apériodique.

Lemme 5.1. Soient 0 < a(n) < 1et 0 < f(n) < 1 et supposons que les conditions (5.3)

soient vérifies et que o = ﬁ <1- % L’opérateur de transition P = (P;;); j>o de cette

chaine est défini par,

eSii=0

0oSij=0

Poo = (1= 3(0)] [ ¢ as() 5.5)
oSij>1

e (M)
Ry = 1= 50) e+ asa)
J+1 k-2 o
. ()\x)J k+1
+§:IIMDU—6®—1H/@Azjjzzﬁﬁsuy (5.6)

eSii=j+1,i>1
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oSii>letj>itl

e Az

mdS(w)

Py=[1-a) [«

sl a0 [P dsta)

J—i+1 k-2

+a() Y [[BU+)1—Bk+i-1)

e Qo
x/e (j—k—i+1)!ds($)' (5.8)

°Sii=j>1
P, =[1—-af(i)] /e_)“”()\x)dS(x) + a(i)[1 — B(1)] /e_’\de(x). (5.9)

e Sinon

P, = 0. (5.10)

Démonstration. Pour calculer les probabilités (P;); j>o, il suffit de considérer 'expression

suivante :
S’i—|—1 - S’L - A}Ti7Ti+1] - D]Ti7Ti+l]’ (511)

olt Ajs4 (respectivement, Dy, ) est le nombre des arrivées (respectivement, le nombre de

départs) dans 'intervalle de temps |s, t].

Par la suite, considérons que les fonctions 0 < a(n) < 1 et 0 < B(n) < 1 sont des
constantes. Ainsi, nous dérivons un systéme particulier du systeme précédent, pour lequel

les probabilités de transition sont données en lemme suivant.

Lemme 5.2. Soient 0 < o < 1l et 0 < f < 1 telles que a + 8 < 1 et supposons que
{a(n) = a,n > 1} et {B(n) = B,n > 0}. S(t) est ergodique si et seulement si p = ﬁ
satisfait :

«
0<p<1l———01. 5.12
<o = (5.12)

Dans ce cas, I'opérateur de transition P = (P;;); j>0 de cette chaine est défini par,

eSii=10
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0Sij=0

}%0:(1——6x/?TMdS¢w. (5.13)
oSij>1

P()j = (1 — 5) /6_/\90()?%)]615(37)

Jj+1

. k—1 e (Az)/ TR
-+ﬂ—ﬂhggﬁ ./e ZTTFIBﬂS@) (5.14)
eSii=j+1,i>1
Pj=(1-a) /e)‘de(:c). (5.15)

eSii>letj>i+1

Pj=(1-a) /ex\x%dS(:ﬂ)

+a(l —p) /eAxO\x—)j_idS(x)

(7 —1)!
I [ e Qe
+aﬂ—5ﬂf—0%§ﬁk /ek(j—k—i+nﬂ5@) (5.16)
°Sii=j>1
Pi=(1-a) / e(\z)dS ()
+aﬂ—6%/é“%$@) (5.17)
e Sinon
Py =0. (5.18)

Démonstration. Dans ce cas, pour calculer les probabilités (P;;); j>o, il suffit de considérer
dans le lemme (5.1) que {a(n) = a,n > 1} et {B(n) = B,n > 0}.
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5.2 Conclusion

Dans ce travail, nous avons obtenu les opérateurs de transition de deux systemes d’at-
tente de type M/G/1 avec pannes dépendantes. Notre but est d’exploiter ces résultats
pour l'obtention des estimations quantitatives de stabilité lors de la perturbation de taux

de pannes dans ces deux modeles considérés.
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