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Résumé Le choix de la fenêtre dans l’estimation des fonctions de densité et d’intensité a été largement étudié
dans la littérature. L’objectif de ce travail est d’expliciter l’équivalence existant entre les deux choix de la fenêtre
en fournissant les justificatifs de chaque méthode, et de voir les profits des résultats de chacune des deux méthodes
dans le contexte de l’autre.
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12.1 Introduction

L’estimation non-paramétrique par la méthode du noyau est une attractive méthode de

lissage pour l’estimation des fonctions densité de probabilité et d’intensité d’un processus

de poisson non stationnaire [4, 5]. Dans les deux cas, le choix du paramètre de lissage

(fenêtre) est crucial pour la performance des estimateurs.

Le choix de la fenêtre par la méthode ”cross-validation” a été largement étudié pour l’esti-

mation densité [2, 8]. Lorsque la densité est définie sur un support borné, les effets de bord

sont présents. Pour remédier au problème, on fait appel à la méthode ”image miroir” [10]

ou aux estimateurs basés sur les noyaux asymétriques ou les histogrammes lissés [1].

Dans le cas de l’estimation de l’intensité, le choix de la fenêtre qui a été proposé mini-

mise l’estimateur de l’erreur quadratique moyenne sous la supposition que les données sont

générées par un processus de Cox stationnaire. Malgré que les deux méthodes sont motivées

de différentes manières, il y a une équivalence entre les deux choix de la fenêtre.

En plus de fournir les justifications de chaque méthode, cette équivalence des choix de

la fenêtre permet de voir les profits des résultats de chaque méthode dans le contexte de

l’autre [5].
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12.2 Les estimateurs

Les données brutes pour les estimateurs des deux fonctions densité et d’intensité

consistent à un ensemble de points X1, ..., Xn ∈ R. Pour l’estimation de densité, ils sont

pris comme la réalisation de n variables aléatoires indépendantes ayant toutes la fonction

densité de probabilité f(x). Pour l’estimation de la fonction d’intensité, les points sont pris

comme les réalisations d’un processus de poisson non-stationnaire sur un intervalle [0, T ]

de fonction d’intensité λ(x) donnée par :

∀t, ∀x > 0 : λ(x) =
prob{événement(t+ x, t+ x+∆x)/événement en t}

∆x
. (12.1)

Une raisonnable estimation des fonctions f ou λ doit être une fonction qui prend de

larges valeurs dans des régions où les données sont denses et des valeurs proches de 0 quand

les données sont dispersées.

Pour la construction d’une telle fonction, la méthode du noyau prend :

f̂t(x) = n−1

n∑
i=1

δt (x−Xi) , (12.2)

pour l’estimation de densité, ou :

λ̂t(x) =
n∑
i=1

δt (x−Xi) , (12.3)

pour l’estimation de l’intensité. Où :

δt(.) = (1/t)δ(./t) pour t > 0. (12.4)

et δ(.) est une densité de probabilité symétrique. Le paramètre t contrôle la qualité du

lissage fait, et est appelé fenêtre ou paramètre de lissage. Le facteur de normalisation

(n−1) fait de f̂(x) une densité de probabilité.

Généralement, le choix de la fenêtre t est plus important que le choix du noyau δ(.)

pour la performance effective de l’estimateur à noyau. Une discussion théorique est donnée

dans [11].

Pour l’estimation de densité, Rudemo et Bowman [8, 2] proposent de choisir t par la

méthode ”least squares cross-validation”. Ils notent t̂CV le minimum de la quantité (CV)

”cross-validation” :

CV (t) =

∫
[f̂t(x)]2dx− 2n−1

n∑
i=1

ft,j(Xj). (12.5)
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où :

ft,j(Xj) = n−1

n∑
j = 1
j 6= i

δt(x−Xi). (12.6)

Pour l’estimation de l’intensité, Diggle [4] propose de choisir t par la méthode du pro-

cessus de Cox. Il suppose que la fonction d’intensité λ(x) est une réalisation d’un proces-

sus aléatoire stationnaire à valeurs non-négatives {Λ(x) : x ∈ R}, avec E[Λ(x)] = µ et

E[Λ(x)Λ(y)] = ν(|x− y|), et X1, ..., Xn forment une réalisation partielle d’un processus de

Cox.

Diggle montre que pour x plus grand que t unités dans [0, T ],

MSE(t) = E([λ̂t(x)− Λ(x)]2)

= ν(0) + µ[1− 2µK(t)]/2t+ (µ/2t)2

∫ 2t

0

K(y)dy (12.7)

où

K(t) = 2µ−2

∫ t

0

ν(x)dx. (12.8)

et le cas spécial du noyau uniforme :

δ(.) =
1

2
I[−1,1](.). (12.9)

est utilisé dans l’estimateur λ̂t.

Dans le cas de processus ponctuel unidimentionnel, la fonction K(t) peut être estimée par :

K̂(t) = Tn−2
∑∑

i 6=j

I[−t,t](Xi −Xj). (12.10)

Alors, la fenêtre qui minimise l’erreur quadratique moyenne (MSE) donnée dans (12.7),

doit être approximée par la fenêtre t̂M qui minimise :

M̂(t) = (2µ̂t)−1 − t−1K̂(t) + (2t)−2

∫ 2t

0

K̂(y)dy. (12.11)

où µ est estimé par :

µ̂ = n/T. (12.12)

12.3 L’équivalence

L’équivalence entre les deux fenêtres t̂CV et t̂M est donnée par Diggle et Marron [5] dans

le théorème suivant :
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Théorème 12.1 Dans le cas du noyau uniforme (12.9), t̂CV = t̂M , dans le sens où chaque

minimum de CV (t) est un minimum de M̂(t) et vice versa.

La preuve de ce théorème découle immédiatement du lemme suivant :

Lemme 12.1. Pour le noyau uniforme, M̂(t) = T.CV (t).

12.4 Les profits

Cette équivalence permet :

1- d’utiliser les résultats de chaque méthode dans le contexte de l’autre.

2- d’appliquer la méthode du processus de Cox avec des noyaux non-uniformes pour

l’estimation de l’intensité.

3- d’appliquer la théorie asymptotique bien développée dans l’estimation de densité

pour générer de nouvelles idées dans l’estimation d’intensité.

4- de motiver l’application de la méthode du processus de Cox dans l’estimation densité.

12.5 Les noyaux asymétriques et les histogrammes lissés

Le plus populaire estimateur non-paramétrique pour une fonction densité de probabilité

inconnue f est l’estimateur à noyau. Quand la densité est définie sur [0,+∞] et qu’elle est

bornée autour de 0 et nulle à son extérieur, on est confronté au problème des effets de bord.

Une simple méthode pour corriger ce problème est ”l’image miroir”, ajustement considéré

par Schuster [10]. Cette correction prend les fonctions noyau qui s’étendent au-delà du

bord et les ramènent dans le bord, alors toute leur masse est dans l’intervalle. Le biais au

bord de l’estimateur à noyau est dû à l’allocation de poids par le noyau symétrique fixé

en dehors du support quand l’estimation de la densité est faite près du bord. Pour éviter

ce problème, une simple idée est l’utilisation d’un noyau flexible, qui n’assigne jamais un

poids en dehors du support de la fonction densité. La première catégorie de ces noyaux

flexibles est les noyaux asymétriques donnés sous la forme :

f̂b(x) =
1

n

n∑
i=1

K(x, b)(Xi), (12.13)

où b est la fenêtre et le noyau asymétrique K peut être :

1. Une densité Gamma KG avec les paramètres (x/b+ 1, b) donnée par :

KG(
x

b
+ 1, b)(t) =

tx/be−t/b

bx/b+1Γ (x/b+ 1)
, (12.14)
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2. Un inverse d’une densité gaussienne KIG avec les paramètres (x, 1/b) donné par :

KIG(x,
1

b
)(t) =

1√
2πbt3

exp(− 1

2bx
(
t

x
− 2 +

x

t
)), (12.15)

3. Une réciproque de l’inverse d’une densité gaussienne KRIG avec les paramètres (1/(x−
b), 1/b) donné par :

KRIG(
1

x− b
,
1

b
)(t) =

1√
2πbt

exp(−x− b
2b

(
t

x− b
− 2 +

x− b
t

)). (12.16)

L’estimateur f̂b basé sur le noyau Gamma KG a été proposé par Chen [3] et les estimateurs

basés sur les noyaux KIG et KRIG ont été proposés par Scaillet [9].

La deuxième catégorie des noyaux flexibles est les histogrammes lissés donnés par Ga-

wronski et stadtmüller [6, 7] sous la forme :

f̂k(x) = k
+∞∑
i=0

ωi,kpki(x), (12.17)

où les poids ωi,k sont aléatoires et donnés par :

ωi,k = Fn(
i+ 1

k
)− Fn(

i

k
), (12.18)

où Fn est la distribution empirique, l’entier k est le paramètre de lissage et Pki(.) peut

être :

Pki(x) = e−kx
(kx)i

i!
, i = 0, 1, ..., (12.19)

ou bien :

Pki(x) =

∫ (i+1)/k

i/k

K(x, 1/k)(t)dt. (12.20)

où K(x, 1/k) est soit le noyau KIG ou le noyau KRIG avec une fenêtre égale à 1/k.

La consistence uniforme faible et la convergence faible en L1 de ces estimateurs ont été

établies par Bouezmarni et Scaillet [1]

12.6 conclusion

Les résultats vus précédemment représentent une petite partie de ce qui peut être fait

en termes de la recherche des analogues des résultats connus pour l’estimation densité dans
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le contexte de l’estimation d’intensité. On pourrait s’intéresser entre autres à la recherche

des analogues des résultats d’optimalité asymptotique, les bruits dans les idées du choix

de la fenêtre et les idées du choix du noyau.

Lorsque les effets de bord sont présents dans l’estimation densité, plusieurs récentes

études notent que l’utilisation des noyaux asymétriques et des histogrammes lissés sont plus

appropriés et réduisent le biais. Il serait intéressant, d’un côté, de comparer les résultats

de ces récentes méthodes avec les anciennes et d’un autre côté de voir l’analogue de ceci

dans l’estimation d’intensité.
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