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Résumé L’hypercube de dimension n, noté @, est le graphe dont I’ensemble de sommets sont les n-uplets
binaires et deux sommets sont adjacents si et seulement si ils différent en une seule coordonnée. Un graphe
G = (V, E) est dit cubique s’il est plongeable dans ’hypercube @, pour un certain n. Le plus petit n pour lequel
G est plongeable dans @), est appelé dimension cubique de G. Dans ce papier, nous avons introduit trois nouvelles
classes d’arbres pour lesquelles la dimension cubique est déterminée.

Mots clés : Hypercubes, Arbres, Cn- valuation, Isomorphisme.

Un plongement du graphe G dans le graphe H est une application de V(G) dans V (H)

qui préserve 'adjacence (dans le cas ot V(G) = V(H) on dira que le plongement est total).

D’une maniere générale I’étude d’un plongement de G dans H revient a voir si G est
isomorphe a un sous graphe de H. Ce probleme est tres étudié en théorie des graphes. En
effet, de nombreux efforts ont été consacrés pour déterminer des conditions (nécessaires

et/ou suffisantes) selon lesquelles un graphe G est un sous graphe d’'un graphe H.

Un intérét particulier est consacré a I’étude de plongements dans I’hypercube ; ceci est
du aux propriétés remarquables de I'hypercube et de son utilisation pratique en théorie
des codes, transfert de I'information, architecture parallele, décision multicritere, réseaux

d’interconnexion, etc...

Une classe importante a étudier est celle des arbres plongeables dans I’hypercube, cette
importance résulte de 1'utilisation large des arbres dans de nombreux domaines : informa-
tique, sciences sociales, recherche opérationnelle, optimisation combinatoire, réseaux, ... Un

graphe G = (V, F) est dit cubique s’il est plongeable dans I’hypercube @),, pour un certain n.
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Firsov [4] a remarqué que les arbres sont des graphes cubiques. Le probleme consiste a
donner la plus petite dimension d'un hypercube dans lequel un arbre donné G est plon-

geable. On parle alors d’hypercube optimal et de dimension cubique de I’arbre, notée dimG.

Arfati, Papadimitriou et Papageorgiou [2] ont montré que le probleme de décider si
un graphe G est plongeable dans un hypercube de dimension donnée est NP-complet ;
Corneil et Wagner [6] ont montré que ce probleme reste NP-complet méme dans le cas
ou G est un arbre. Plusieurs auteurs (Berrachedi, Bezrukov, Havel, Harary, Kobeissi,
Laborde, Mollard, Nebesky, - - - ) se sont intéressés a I’étude de plongements d’arbres dans

I’hypercube, ce qui a permis de caractériser certaines classes d’arbres.

Dans le méme contexte, on définit dans ce papier trois nouvelles classes d’arbres pour

lesquelles la dimension cubique est déterminée.

2.1 Définitions et concepts de base

e L’hypercube de dimension n, noté @),, est le graphe dont I’ensemble de sommets sont
les n-uplets binaires et deux sommets sont adjacents si et seulement si ils différent en
une seule coordonnée.

e Un graphe biparti G = (X, Y; E) est dit équilibré si card(X) = card(Y').

e L’hypercube Q,, est un graphe biparti équilibré, n-régulier ayant 2" sommets et n.2" 1
arctes.

e Si un graphe G = (V, E) est plongeable dans @, alors :
1) G est biparti;
2) Le degré maximum de G doit étre inférieur ou égal a n;

3) | V(G) |< 2™, side plus | V(G) |= 2", alors G doit étre équilibré.

Ces conditions ne sont pas suffisantes.

e Un arbre T est dit Cn-valué si les arétes de T' sont marquées par les entiers de
I'ensemble {1,...,n} de sorte que pour toute chaine P de T, il existe un entier

ke {1,...,n}, pour lequel un nombre impair d’arétes de P sont marquées par k.
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Havel et Moravek [13], ont montré qu'un graphe G est plongeable dans (), si et seulement

si il existe une C'n-valuation de G.

2.2 Quelques classes d’arbres cubiques connus

On présente certains résultats connus sur les plongements d’arbres dans I’hypercube.

2.2.1 Arbres Binaires

Un arbre est dit binaire si son degré maximum est au plus égal a trois. Un résultat

concernant les arbres binaires a été donné par 1. Havel

Proposition 1 (Havel [3])
Soit T un arbre binaire d’ordre 2™ avec n > 3 ; si T est équilibré et possede deux sommets

de degré 3 alors T est plongeable dans @),

2.2.2 Arbres Binaires Complets :

Un arbre Binaire complet D,, peut étre défini de la fagon suivante :
Pour n =1, D; = K; 5. Pour n > 2 D,, est obtenu a partir de deux copies disjointes 7" et
T’ de D,_; et d’'un nouveau sommet v relié aux deux racines de T et 7. D,, posséde un

seul sommet de degré 2 (la racine), 2" sommets pendants et 2" — 2 sommets de degré 3.

Proposition 2 (Havel [3])
Pourn > 2, dimD; = 2 et dimD,, = n + 2

2.2.3 Autres classes d’arbres binaires :

1) Pour n > 2, B, est I'arbre obtenu a partir de D,,_; en ajoutant un sommet relié a la
racine de D,_;. B, possede 2"~ ! 4+ 1 sommets pendants et 2"~ — 1 sommets de degré

3. By est le graphe K .

Proposition 3 (Havel [3])
Pour tout n > 2, dimB, =n+1

2 ) Pourn > 1, IA)n est un arbre formé a partir de deux copies disjointes de D,,, en reliant

leurs racines par une aréte (appelée aréte axial). D,, a 2" — 2 sommets.
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Proposition 4 (Havel [3])
pour tout n > 1, dimlA)n =n+2.

3) Pour n > 1, 'arbre D,, est formé a partir de D,, en insérant deux nouveaux sommets

sur l'aréte axial , (la chaine obtenue a partir de l'aréte axial sera appelée chaine axial)
de D,,. L’arbre D,, est défini a partir de D,, en insérant deux nouveaux sommets sur

une aréte pendante de ﬁn D, et lA?n possédent le méme nombre de sommets (27"2).

Proposition 5 (Nebesky [5])
Pour tout n > 1, dimﬁn =dimD,, =n+2

2.3 Trois nouvelles classes d’arbres binaires

2.3.1 La classe R,,

On définit un arbre binaire de la facon suivante : Pour n > 1, R,, est obtenu inductive-

ment comme suit : Ry est arbre de la figure suivante :

Figure 2.1. R

Pour n > 2, R,, est obtenu a partir de R,,_; comme suit : Chaque sommet pendant relié
a un sommet de degré 3 dans R,,_; est relié a deux nouveaux sommets non adjacents. R,
possede 2™ + 1 sommets pendants, un sommet de degré 2, et 2" — 1 sommets de degré 3,

donc R, a 2! + 1 sommets.

Le théoreme suivant donne la dimension cubique de R,,.

Théoreme 2.1 Pour tout n > 1, dimR,, = n + 2.
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Nous avons généralise cette classe en définissant I'arbre R , obtenu de la maniere

suivante : RY est Parbre binaire B,,y1;R} est I'arbre R, ; R¥(k > 2) est obtenu & partir de

R, en insérant (k — 1) nouveaux sommets sur I'aréte pendante incidente au sommet de
degré 2 de R,,.

Théoréme 2.2 Pour toutn > 2, 2<k<n+2;dim(Rt)=n+2.

2.3.2 La classe M,

Pour n > 1, M,, est obtenu en prenant deux copies disjointes 7T et T de R,, en reliant
I'unique sommet de degré 2 de T & I'unique sommet de degré 2 de T, . M,, possede 271 42

sommets pendants et 2" sommets de degré 3; ce qui fait au total 2" + 2 sommets.
Théoreme 2.3 Pour toutn>1 dimM, =n + 3.

La C5 - valuation de M; est montrée dans la figure suivante :

Figure 2.2. La c5 valuation de M>

Nous avons généralise cette classe en définissant I'arbre M* comme suit : M* est I'arbre
obtenu a partir de deux copies disjointes Ty et Ty de R¥ o I'unique sommet de degré 2
adjacent a un sommet de degré 3 de T} est relié par une aréte a I'unique sommet de degré
2 adjacent & un sommet de degré 3 de Ty. Pour k = 1; M! = M,,.

Théoreme 2.4 Pour toutn >1, 2<k<n-+2; dim Mff =n-+3.

2.3.3 La classe H,,

Pour n > 1, H,, est un arbre binaire définit inductivement comme suit : H; est le graphe
de la figure suivante :
Pour n > 2, H, est obtenu en reliant dans H,_; chaque sommet pendant a deux

nouveaux sommets; les nouveaux sommets seront appelés sommets pendants de l'arbre
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Figure 2.3. H;

H,. H, possede 2" sommets pendants , 2"*! — 2 sommets de degré 3 et 3 sommets de
degré 2 , donc H, a 2"2 4 1 sommets. Le théoréme suivant donne la dimension cubique
de H,.

Théoreme 2.5 Pour toutn > 1; dimH, =n+ 3.

Conclusion

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés au plongement d ’arbres dans | "hypercube.
Beaucoup de chercheurs se sont intéressés a ce probleme, leurs travaux ont permis de

caractériser quelques classes d’arbres.

Tous les arbres sont plongeables dans ’hypercube. Le probleme consiste a trouver la
plus petite dimension de I'hypercube dans lequel un arbre donné y est plongeable, on
parle alors d’hypercube optimal. Pour ce faire la notion de la C,-valuation est utilisée. Ce
probleme a fait 'objet de plusieurs études ce qui a permis de trouver certains résultats

pour quelques classes d’arbres.

Dans un deuxieme temps, nous avons utilisé fréquemment la notion de la C),-valuation
pour déterminer les dimensions de certaines classes d’arbres. Nous avons aussi introduit
trois nouvelles classes d’arbres obtenus a partir de I’arbre binaire complet, dont les éléments

sont : R,, M, et H, ayant respectivement les dimensions suivantes : n+2, n+3 et n+3.
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