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Résumé Depuis que Nash a introduit la notion d’équilibre pour les jeux non coopératifs sous forme stratégique,
cet équilibre a été et est toujours étudié d’une maniere extensive dans plusieurs directions. Quant aux jeux
multicritéres sous forme stratégique, ils ont été introduit pour la premiere fois par Blackwell (1956) et Shapley
(1959), cependant, c’est grace au développement de la théorie de l'optimisation multicritére que de nombreux
chercheurs ont eu un regain d’intérét pour les jeux multicriteres. Dans ce papier, nous étudions les jeux coopératifs
multicriteres sous forme stratégiques sans transferts latéraux, nous nous intéressons principalement a un équilibre
introduit par Aumann [5] pour les jeux coopératifs monocriteéres sous forme stratégiques, qui est I’équilibre fort de
Nash.
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Depuis que Nash a introduit la notion d’équilibre pour les jeux non coopératifs sous forme
stratégique, cet équilibre a été et est toujours étudié d’une maniere extensive dans plu-
sieurs directions. Quant aux jeux multicriteres sous forme stratégique, ils ont été introduit
pour la premiere fois par Blackwell (1956) et Shapley (1959), cependant, c’est grace au
développement de la théorie de 'optimisation multicritere que de nombreux chercheurs
ont eu un regain d’intérét pour les jeux multicriteres [6, 7, 10, 11, 12, 13, 21].

Un autre domaine qui a un lien étroit avec la théorie de 'optimisation sont les inégalités
variationnelles de laquelle sont tirés les problemes d’équilibre. C’est Giannessi en 1980 [14]
qui a par ailleurs généralisé les inégalités variationnelles au cas des fonctions vectorielles.
Inspiré par I'étude des inégalités variationnelles vectorielles, d’autres contributions sont
apparu, étendant les problemes d’équilibre aux cas des systemes de problemes d’équilibre
vectoriels [1, 2, 3, 4, 15, 22].

Au fil du temps, plusieurs techniques ont été mises au point pour étudier I'existence
des équilibres dans la théorie des jeux. Parmi les plus connues, on cite les théoremes du
point fixe, 'inégalité de Ky Fan, I’élément maximal...etc. Il est connu que chaque théoreme
du point fixe lui correspond un théoreme de 'élément maximal. Deguire et al. [8] ont
donné un certain nombre de résultats concernant l’existence d’un élément maximal pour

une famille de correspondances et dans [4], Ansari et al. ont étudié I'existence de solution
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pour un systeme de problemes d’équilibre vectoriel généralisé en utilisant un résultat de
Deguire [8]. Une autre application de 1’élément maximal d’'une famille de correspondances
et des systemes de problemes d’équilibre vectoriels a été réalisé par Fahem [9]. L’auteur
a démontré 'existence d’un équilibre de Berge dans le cas d’un jeu multicritere, et grace
a cette approche, I'auteur a pu affaiblir les conditions d’existence de ’équilibre de Berge
dans le cas d’un jeu monocritere.

Dans ce papier, nous étudions les jeux coopératifs multicriteres sous forme stratégiques
sans transferts latéraux, nous nous intéressons principalement a un équilibre introduit
par Aumann [5] pour les jeux coopératifs monocriteres sous forme stratégiques, qui est
I’équilibre fort de Nash. L’équilibre fort de Nash est Pareto faible, son étude n’est pas aisé,
a part quelques exceptions, Aumann [5|, Kalai, Postlewaite et Roberts [18], Peleg [20],
Greenberg et Weber [16], Nishihara [19] et Ichiishi [17]. Nous généraliserons 1'équilibre
fort de Nash aux jeux multicriteres et nous étudierons les conditions de son existence
par 'approche de I’élément maximal. Nous ferons aussi la généralisation du Z-équilibre
introduit par Zhukovskii [23] aux jeux multicriteres et nous donnons un résultats sur son

existence.

1.1 Position du probleme

Une formulation d’un jeu multicritere sous forme stratégique a N-personnes associerait
a chaque joueur 7 une fonction de gain vectorielle F; définie sur un espace de stratégies X
dans un espace vectoriel des gains Y; de dimension k(7). Dans la suite de ce mémoire, on

notera par (Jys) le jeu multicritere sous forme stratégique noté comme suit :

Ju = N, {Xitien, {Fi()}Yien)

ou Fi(.): X =] X; — VY, i € N ={1,...,N} est une fonction vectorielle telle que
ieN
Fi(.)) = (Fa(),...,Fuw(.)), avec Fj; : X —, i € N, j € {1,...,k(i)}. Pour toute
coalition non vide de joueurs K C N, posons X = [] X; et X = [] X;, avec X est
ieN ieK
'ensemble des décisions du joueur i, X; C™, X = [[ X; C™ x™ x ... x"N =",
ieN

Définition 1.1 On dira que Z € X est un Zm-équilibre du jeu (Jy) si :

1. pour tout i € N et y; € X;, il existe zanpiy € Xangy © Fi(yir aangy) # Fi(T),

2. x est Pareto optimale pour les joueurs, i.e.

2a. pour tout i € N et x € X Fi(x) — F;(Z) géi(i) \{Ox }, ou encore

20. pour tout x € X F(z) — Fi(%) % Owy, Vi € N.
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On a le résultat suivant :

Théoréme 1.1 Supposons que dans le jeu (Jys) on ait :
1. pour tout : € A/, lensemble X, est non vide et compact ;

2. pour tout i € N et j = 1,k(i), La fonction x — F;;(x) est continue sur X.

Alors, le jeu (Jy) possede au moins un Zm-équilibre.

1.2 C-équilibre fort de Nash

Nous définissons ’équilibre Slater fort pour un jeu multicritere que nous appellerons
C-équilibre fort de Nash car il constitue un cadre plus général qu’un jeu multicritere. Soit

pour tout x € X et i € N, C;(x) un cone convexe fermé de Y; tel que intC;(z) # 0.
Définition 2.1 On dira qu’une stratégie * € X est un C-équilibre fort de Nash, si pour
toute coalition K C N, il n’existe pas de yx € Xk tels que :

Fi(z) — Fi(Zank, yi) € —intCy(T), Vi € K.
Si Ci(x) =20= {u = (ur, ..., uney) €O Ju; 20, Vj=1,... k(i)} et ¥; =F0
Vi=1,N, Vr € X.

Alors, on aura la définition suivante :

Définition 2.2 Une stratégie = € X est un équilibre fort de Nash du jeu (Jy), si pour
toute coalition K C N, il n’existe pas de yx € Xk tels que
Fi(7) — Fi(Tau, yx) € —int™?| Vi e K.
Théoréme 2.1 Pour tout i € NV, soit F; : X = [] X; —*® supposons que :
ieN
1. pour tout 7 € N, X; est un sous-ensemble non vide convexe et compact de ",

2. pour tout 7 € N, F; est continue et quasi-concave.
Alors, le jeu (Jys) possede un équilibre fort de Nash.

Pour le cas, ou les fonctions de gains des joueurs sont scalaires, i.e
F;(.): X —, Vi € N, alors du théoréme 1.2, on déduit :

Théoréme 2.2 Supposons que dans le jeu (J) on ait :

1. pour tout i € N, X; est un sous-ensemble non vide convexe et compact d’un espace
vectoriel topologique de Hausdorft;
2. pour tout i € N, Fj(.) : X — est continue et quasi-concave.

Alors le jeu (J) admet un équilibre fort de Nash.
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