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Résumé Le but de cet artricle est d’obtenir les inégalités de stabilité dans le système de files d’attente G/M/∞
par rapport à la norme ‖.‖υ.
Contrairement à ce qui a été réalisé dans [2], [3], nous appliquons ici le critère de stabilité forte. Ainsi, nous
déterminons les conditions pour lesquelles, il sera possible d’approximer les caractéristiques du système perturbé
G/M/m par celles qui correspondent au système G/M/∞. Enfin, nous donnons les estimations des écarts entre
les opérateurs de transition Pm et P∞, puis les estimations de l’écart entre les distributions stationnaires πm et
π∞ des deux châınes de Markov induites Xn et Xn.
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11.1 Introduction

Les phénomènes d’attente ont fait l’objet de nombreux travaux dès l’apparition des

premiers systèmes téléphoniques. Après la deuxième guerre mondiale, l’étude des problèmes

de gestion de stocks et de production ont donné un nouvel élan à la recherche opérationnelle.

De plus, la modélisation de la fiabilité des systèmes complexes s’exprime bien en terme de

files d’attente [12]. Le but de cet artricle est d’obtenir les inégalités de stabilité dans le

système de files d’attente G/M/∞ par rapport à la norme ‖.‖υ.
Contrairement à ce qui a été réalisé dans [2], [3], nous appliquons ici le critère de stabilité

forte. Ainsi, nous déterminons les conditions pour lesquelles, il sera possible d’approximer

les caractéristiques du système perturbé G/M/m par celles qui correspondent au système

G/M/∞. Enfin, nous donnons les estimations des écarts entre les opérateurs de transition

Pm et P∞, puis les estimations de l’écart entre les distributions stationnaires πm et π∞ des

deux châınes de Markov induites Xn et Xn.

11.2 Notations et préliminaires

Considérons un système de files d’attente G/M/m (FIFO,∞), où la distribution de la

durée entre deux arrivées consécutives est quelconque H de paramètre λ et la distribution
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de la durée de service est exponentielle de paramètre µ.

Soit Xn : le nombre de clients juste avant la nième arrivée dans le système.

Nous avons montré que cette châıne est de Markov d’opérateur de transition Pm =

[Pij(m)]i,j≥0.

Considérons, en même temps un système de files d’attente G/M/∞ ayant les mêmes dis-

tributions que le système précédent, et d’une infinité de serveurs.

Soit Xn : le nombre de clients juste avant la nième arrivée dans le système. Ce processus

forme aussi une châıne de Markov d’opérateur de transition P∞ = [Pij(∞)]i,j≥0

11.2.1 L’opérateur de transition

L’opérateur de transition de la châıne de Markov induite Xn de la file d’attente G/M/∞
est défini par :

Pij(∞) =


0 si j > i+1∫ +∞

0
Cj
i+1(1− e−µt)i+1−je−µjt dH(t) si j≤i+1

(11.1)

11.3 Stabilité forte

Pour pouvoir démontrer que le système de la châıne de Markov induite Xn est fortement

stable, nous allons appliquer le crotère de Stabilité forte. Pour cela, il est suffisant de trouver

une mesure α et une fonction mesurable h sur N, telles que :

1. π∞hi > 0, hi ◦ αj > 0 et αj 1I = 1,

2. L’opérateur Tij = Pij − hi ◦ αj est non négatif,

3. ∃ρ < 1 tel que Tυ(k) ≤ ρυ(k) pour tout k ∈ N,

4. ‖P∞‖υ <∞.

Pour cela, choisissons :

υ(k) = βk où β > 1,

• hi = 1I{i=0}.

• αj = P0j(∞) =


0 si j >1,∫ +∞

0
(1− e−µt)1−j e−µjt dH(t) si j ≤1.

Les conditions du critère de stabilité forte étant vérifiées, nous pouvons formuler le résultat

suivant.
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Théorème 11.1

Supposons que dans un système G/M/∞, la condition d’ergodicité géométrique soit

vérifiée. Alors, ∀β tel que 1 < β < [1 − H(δ)]−1, la châıne de Markov Xn est fortement

υ-stable pour une fonction υ(n) = βn.

Le théorème 14.1, nous permet de conclure qu’il est possible d’approximer les ca-

ractéristiques du système G/M/m par celles du système G/M/∞

11.4 Inégalités de stabilité du système G/M/∞

Pour pouvoir estimer numériquement l’écart entre les distributions stationnaires des

états des châınes de Markov Xn et Xn, estimons au préalable la norme de déviation de

l’opérateur de transition P∞, voir la formule (14.1) (resp. Pm) de la châıne induite du

système G/M/∞ (resp. G/M/m).

11.4.1 Estimation quantitative de la norme de déviation de l’opérateur de
transition dans le système G/M/∞

11.4.2 L’opérateur de transition dans le système G/M/m

Pij(m) =



0 si j > i+ 1,∫
Ci+1−j
i+1 (1− e−µt)i+1−je−jµtdH(t) si j ≤ i+ 1 ≤ m,∫ (mµt)i+1−j

(i+1−j)! e−mµtdH(t) si m ≤ j ≤ i+ 1,

∫ t∫
0

Cm−j
m (1− e−µ(t−w))m−j e−jµ(t−w) mµ×

(mµ w)i−m

(i−m)!
e−mµw dw dH(t) si j < m ≤ i+ 1.

(11.2)

Lemme 11.1. Soit Pm et P∞ les noyaux de transition des châınes de Markov incluses des

systèmes G/M/m et G/M/∞ respectivement, pour W =
∫

1
t
dH(t) ≤ ∞ et pour tous β

tel que 1 < β < [1−H(δ)]−1. Alors, l’inégalité suivante est vérifiée,

B1(m) = sup
i≥m−1

{β−i
i+1∑
j=m

βj|Pij(m)− Pij(∞)|} ≤ ρ+
β2W

(β − 1)µm
(11.3)

où ρ = β[1−H(δ)]
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Lemme 11.2.

Sous les mêmes conditions que le lemme précédent, alors

B2(m) = sup
i≥m−1

{β−i
∑

j≤m−1

βj|Pij(m)− Pij(∞)|} ≤ 2ρ (11.4)

Théorème 11.2

Soit Pm et P∞ les noyaux de transition des châınes de Markov incluses des système

G/M/m et G/M/∞ respectivement. Alors, l’inégalité suivante est vérifiée,

‖Pm − P∞‖υ ≤ 3ρ+
β2W

(β − 1)µm
(11.5)

Théorème 11.3 Soit πm et π∞ les distributions stationnaires des châınes de Markov des

systèmes G/M/m et G/M/∞.

Pour W =
∫

1
t
dH(t) ≤ ∞ et pour tous β tel que 1 < β < [1−H(δ)]−1, nous avons,

‖πm−π∞‖υ ≤ (3ρ+
β2W

(β − 1)µm
)(1+Π∞(β))[1−ρ−(1+Π∞(β))(3ρ+

β2W
(β − 1)µm

)]−1 (11.6)

Conclusion

La châıne Xn étant fortement stable, alors les caractéristiques de celle-ci peuvent ap-

procher les caractéristiquesune de toute châıne de Markov dont le noyau de transition

est dans un certain voisinage du noyau de transition P∞ par rapport à la norme induite

précédament. En introduisant une petite perturbation au niveau du nombre de serveurs,

nous aurons un système G/M/m dont la châıne de Markov correspondante est X̄n de noyau

de transition Pm. Les caractéristiques de la châıne X̄n peuvent-être approximées par celles

de Xn avec une précision qui dépend de la perturbation.

L’utilisation du critère de stabilité forte permet donc d’obtenir les inégalités de stabilité

avec un calcul exact des constantes.
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