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Résumé Dans ce travail, nous avons défini et étudié un équilibre social de Berge pour un jeu avec contraintes
dit méta-jeu. En utilisant le théoréme de Ky Fan - Kakutani (respectivement le théoréme de Tian-Zhou), des
conditions suffisantes d’existence de 1’équilibre social de Berge ont été obtenues sous ’hypothese de concavité
(respectivement sous ’hypothese de la 0-diagonale quasi-concavité) des fonctions de gain.

Mots clés : Méta-jeux, équilibre social de Berge, concavité, 0-diagonale concavité, 0-diagonale quasi-concavité.

Introduction

Les conditions d’existence d’un équilibre pour les inégalités quasi-variationnelles font
toujours l'objet d’étude de nombreux auteurs. Cet intérét s’explique par les nombreuses
applications en économie, en théorie du controle et, plus particulierement, en théorie des
jeux. Différentes généralisations des conditions d’existence d’une solution pour ces inégalités
ont été proposées : Georgiev et Tanaka [5], Ding et Tan [2], Yu et Yuan [10], Shih et Tan
9], Zhou et Chen [11], Tian et Zhou [6].

Dans ce papier, on utilisera les résultats de [6] et [1] pour proposer des conditions d’exis-
tence d’un équilibre social de Berge dans un jeu avec contraintes. Cette notion d’équilibre
a été introduite par Zhukovskii [12] et étudiée par différents auteurs Radjef [8], Larbani [7]
et Gaidov [4].

3.1 Position du probleme

Dans cette section nous allons définir I’équilibre social de Berge, d’'un méta-jeu

représenté par le modele :
(Xi, Si, fi)ier (3.1)

oul =1{1,2,---, N} est 'ensemble des joueurs qu’on considere fini, f; la fonction de gain

du ¢ joueur donnée par :
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fi: X =i/ X; — R
et S;(.) une fonction multivoque représentant les contraintes pour le joueur i, définie par
Si : lei — 2Xi,

et S(ZE) = Hiejsi(dij_i), Vre X.
Soit z € X.

Posons

gz(%) ={yr—i € Hjcr—iS;j(xi—;)/ fi(zi,yr—i) = sup filzi tr—i)} (3.2)

tr—i€ Hjer—iSj(xr—j)

et §($) = Hielgl—i(xi)y

avec 51,1-(951-) = er—iSj(xr—j),

ie. S(@) = {7 = (yr1,yr-2. . yr-n)/V i € Lyr € Sr_y(z:)}.

Notons X = IierX7—i, § = (y1-1. Y12, Y1-n) € X,

avec yr—; € X;_;,Vi € [ etV i j, les composantes de y;_; et y;_; ne dérivent pas

nécessairement d’'un méme vecteur y € X.
Définition 3.1 x* est dit équilibre social de Berge du méta-jeu (3.1), si
Vie I, 21, € Six)). (3.3)

Remarque 3.1 SiVie I, Si(x;—;) = X;pour tout x dans X = Il;c1X; alors le méta-jeu
(8.1) devient un jeu conventionnel et I’équilibre social de Berge coincide avec un équilibre

de Berge.

Proposition 1 Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) x* équilibre social de Berge du méta-jeu (3.1);
(b) Vi= 1, N, ZE??i S Hje[_iSj(xf;ij) etVit_; € Hjel_,-Sj(ij) on a

fl(‘rjﬂx;fz) > fi(x:7t1—i>;
(c) a* € S(x*) = e Si(x;_,) etV g e S(x%)

Pz, y) < 0,

X xX-—5R

)

N

(,9) — o(z,y) = Z[fi(l‘i;yl—i) — filwi, x1-3)]-

=1
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3.2 Notion de fonction 0-diagonale concave

Définition 3.2 [6] Soit X un sous-ensemble conveze dans un espace vectoriel topologique
et © une fonction définie de X x X dans R.

La fonction (x,y) — p(x,y) est dite 0-diagonale concave par rapport a y, si pour toute
famille finie {y1,y2, .., yn} C X et yx € co({y1, Y2, Yn}), G- Yx = 20— Ajj,
VA; > 0 avec i)\jzl, on a

J=1

> Aelyryy) <0. (3.4)
j=1

Définition 3.3 [6] Soit X un sous-ensemble conveze dans un espace vectoriel topologique
et ¢ une fonction définie de X x X dans R.

La fonction (x,y) — @(x,y) est dite 0-diagonale quasi-concave par rapport a y, si pour

toute famille finie {y1,ya, ..., ynt C X et yx € co{y1,Y2,-..,Yn}) on a

mjin ©(yr, y;) < 0. (3.5)

3.3 Existence de L’équilibre social de Berge dans un méta-jeu

Dans cette section, nous allons formuler des conditions suffisantes d’existence d’un
équilibre social de Berge d'un méta-jeu en utilisant la notion de concavité puis la 0-
diagonale quasi-concavité.

La proposition suivante nous donnera une condition nécessaire et suffisante pour qu’une

issue du jeu soit un équilibre social de Berge d’'un méta-jeu.
Proposition 2 Supposons que :
Vee X,dye Sk),Vie I

filwitiz) < filwayimi), ¥ timi € Sp_i(ws).

Alors, T € X est un équilibre social de Berge du méta-jeu (3.1) si et ssi

Te S(T) et sup p(T,y) =0,
yeS(T)

N

ou p(z,y) = > [filzi,yr—) — fi(zx) Ve e X,Vye X.

=1
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3.3.1 Sous la concavité

En utilisant le théoreme de Ky Fan-Kakutani [1], nous avons abouti au théoreme sui-
vant :
Théoreme 3.1 Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :

1.Vze X, Jye Sx), Vie I,

filwi =) < filwi,yr—i), ¥V timi € Hjer—;Si(xi—;);

2. les ensembles X;,1 = 1, N sont non-vides, convexes et compacts ;
)i

L,
3. les fonctions v — f;(x 1, N sont continues sur X ;

4. les fonctions yr_; — fi(xi, yr—i) concaves, ¥ x; € X; pour touti € I;
5.Vie I,8;: X;_; — 2% est continue et a valeurs non-vides,convexes et compactes.

Alors, il existe au moins un équilibre social de Berge du méta-jeu (3.1).

Démonstration. La démonstration du théoreme découle directement de la proposition 1 et
du théoreme de Ky Fan-Kakutani [1].

3.3.2 Sous la 0-diagonale quasi-concavité

En utilisant le théoreme de Tian-Zhou [6],nous avons abouti au théoréme suivant :
Théoreme 3.2 Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :

1. X;,i = 1, N sont des ensembles non-vides, convexes et compacts d’un espace vectoriel
topologique de Hausdorff;

2. Vzxe X,Jye Sx),Vie I,
filzi ti—) < filwi,yr—i), V ti—; € gl—i(xi);

3.Yi€ I, la correspondance S; : X;_; — 2%i est semi-continue supérieurement et a va-
leurs non-vides, convexes et compactes et admet des sections supérieurement ouvertes ;

4. les fonctions x — fi(x),i = 1, N sont continues sur X ;

5.V {yh vyt X, 3j€ {1,2,---,m} tel que
fi(y?,yf}_i)é fi(y"), Vie {1,2,--- N}

avec y* € co{y',y? -+ Y™}

Alors, il existe au moins un équilibre social de Berge du méta-jeu (3.1).

Démonstration (Preuve). La démonstration du théoreme découle directement de la propo-
sition 1 et du théoreme de Tian-Zhou.
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Conclusion

Les théoremes 3.1 et 3.2 nous donne les conditions d’existence d'un équilibre social de

Berge dans un jeu avec contraintes avec et sans la concavité des fonctions de gains des

jo

ueurs.
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