Critére d'optimalité dans un probléme dual de
programmation linéaire avec une direction hybride.

Wi(o. x.£) = max

Introduction

ﬂ,a programmation linéaire est considérée comnm
l'une des branches les plus importantes de la recherche

opérationnelle. Dans [3], une nouvelle direction
d'amélioration pour la méthode adaptée, appelée
direction hybride, a été proposée pour la résolution des
problémes linéaires a variables bornées. En utilisant
cette nouvelle direction, nous avons calculé
l'accroissement de la fonction duale, qui nous a permis
de formuler le critere d'optimalité pour le probleme dual
comme une généralisation de celui de la méthode
@aptée avec direction  standard [2].

Position du probléme et définitions

Considérons le probléme (P) de programmation linéaire a
variables bornées, s’écrivant sous la forme canonique
suivante:

Z(x) = c"x — max,
(P)q Ax=b, (1)
I<x<u,

e Unvecteur x vérifiant les contraintes du probléme (1), est une Solution
Réalisable (SR) du probléme (1). Lensemble des solulions réalisables
es! alors donné par ; o

s
-~ on
X ={xeR":Ax=b,

@ Une solution réalisable 51‘33@;0 oplimale
Tz ekt max ¢

e D'autre part, une x* esl ioe © i ou

suboptimale si :

s . O oty
\Zixi\j:iz[x )=c'x"—-¢' f

ou x* est une solution optimale du probléme (1) el ¢ un nombre

supérieur ou égal 4 zéro choisi 4 l'avance.
@ Soit un sous-ensemble dindices Jg © J, el que Jgidy = &, | Jg |~ m,
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Soit {8,JB} un coplan de support du probléme (2) et une

solution réalisable du irobléme i 1

Jie = UedG>alh—hlde=eh:§<ali-y)
o = e 0 <aly— )} dy={j € hayly—u) <g <0},
e = {iedn:8=0}dw=1{ €d:aily—y) <F<aly—h)},

—
v = Jﬁp Udyp U dip.

~
® (x {/ g\ 4 (1) s
II\_II-' II\_IP ]gm Il;P ]l\-'l-l-' )
Considérons le vecteur «, ol les composantes non
basique

. . N

UB si j € Jng
Kj = uj, si j € Jdye (4)
X € [h,u] sije Jpe. )

Vu que AK=b, les composantes basiques du vecteur k
vérifient donc :

kg =r(Jp) = Ag'b— A Ankn.

Le vecteur k est appelée pseudo-solution du probléme (1).

Un vecteur d tel que d = » — x est appelée direction primale hybnde. Si
o) = 0 ¥j € Jy, on aura alors

ip = dyp =0, e = [ e dy: & > 0} Jyg
e = Lip = {j € Ju : 6; = 0}, donc

[jedv: <0},

{4 si J € g
K uy, i je Jy
X € [ u) ﬂ'j-‘:ﬂn:.

ve alors la directi fard [2].

On refr

@ Envertu de la partition de J — Jg L Jy, on peut alors écrire et

c = (ca. on))[x = (x8.xn) @:A(LJ):(ABMN)]
Plan dual de support

Considérons le dual du probleéme de programmation
linéaire (1):

L) ="y =" 4 w"u = min,
ATy—c—v+uw=0, (2)
w>0v>0,

oA = (y,v.w) € R™ x R" x R", le vecleur y étant sans restriction de signe .
Le vecteur A = (y, v, w) est appelé plan dual (ou solution réalisable duale )
5'il vérifie les contraintes de probleme(5). Le vecteur § — A"y - ¢ est alors dit
coplan.

o Le couple {), Jg}, formé d'une solution réalisable duale A et d'un support
Jg, est appelé Solution Réalisable Duale de Support (SRDS) du probléme
(2).

Les plans duaux 4=(y ,v, w) vérifiant les relations

suivantes sont dits accordés [1].

Accroissement de la fonction duale
et critére d'optimalité
Soit {3,JB} un coplan de support correspondant a un plan

dual accordé de support {£, JB} du probléme (2), avec
A=(y, v, w). Considérons un autre plan accordé

Alo) = (¥(0), V(o), W(0))
Noj= A+ yo)=y+ody=y+as, ofe)=v+ode=v+opui)=
w+odu=u+0y, §o)=0+0Mi=0+at, 020,
calculons I’accroissement de la fonction objectif L du
probléme (4)

10)=L0e) L) = oft's-"p+0'g)=0) f-1p +4q)

jel
= o) (5t~ fp+49)+0 ) (st~ o+ ug)
e Jedy

= S8,

Pour un sous-ensemble J1 de J , définissons les ensembles
suivantes :

89

TT T — {d € J1 2 B; = 0.6;(0) = 0F)\
I ={dj e J1: 8; = 0,8;(c) = O},
YT =g e J1 . Sy = 0,.8;(0) = O},
Ty = {5 e T - S; = 0,8;(c) = O},
TN =i e J1 1 8; = 0,5;(c) = O},

\Ji  ={je Jr1: &3 < 0.5;() < 0},

D’apres [4], 1a sous somme SN peut étre estimée de la
maniére suivants :

Snlo) = SE*(a) + S~ (o) + SEt (o) + 8% (o) 4 St (o) + 55~ (=), nvog
St =a 3= ik — L),
Sh )= 3= 6 (odrs — s) — sty — )],
St ) ﬂr i talry = I;) = 0,
i 2t
S0 (o) = ﬁ tylry — 1) = 0
St o) t\lé,lr’?lr [ T wy)
Rt
Sy iE e 3 tyix iy},

Remarque

Siaj=0¥j e Jy, onauraalors: Jig = Jiy = Jip = Jig =1, donc:
Sy"= Sy~ =0, onreirouve ['accroissement de la foncion duale avec la
dlrection adaptée standard [2]

Théoréme: (critére d’optimalité)

Les relations :

‘ Jvz{a-"(l-"_'{j)’ st jEJJ_v'_p,
J

aj(z; —uj), st § € Iyp,

wy; = 1j, pour o6; = 0,
oy o= g, pour &; << O,
l; = w; = wuj, pour Jo; =— 0O,
sont suffisantes, et dans le cas de la non dégénérescence du
coplan {8,JB} aussi nécessaires pour l'optimalité du coplan

d. De plus, la pseudo-solution K vérifiant ces relations est
solution optimale dans le probléme (1).

Conclusion

Dans un probléme dual de programmation linéaire et avec
une direction hybride, nous avons montré un critere
d'optimalité¢ qui généralise celui de la méthode adaptée
[2]. Dans un prochain travail, on élaborera sur la base de
ce critere un algorithme primal-dual de programmation
linéaire avec direction hybride.

JjEe Jp
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