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        L'exploitation de la méthode du noyau dans les chaînes de Markov 
dans un cadre pratique revient initialement au travail de Bareche et Aïssani 
(2008) [1], où les auteurs ont prouvé l'applicabilité de la méthode du 
noyau dans les systèmes de files d'attente classiques lorsque l'une des lois 
les régissant est générale et inconnue.  Par la suite, Gontijo et al. (2011) 
[3], ont appliqué la méthode de noyau pour estimer les mesures de 
performance du système . Récemment, Cherfaoui et al. 
(2015) [2] ont abordé le problème du choix du paramètre de lissage dans le 
contexte d'estimation à noyau d'une chaîne de Markov décrivant un 
système d'attente. Dans ce dernier travail, afin de prendre en considération 
l'interaction des différentes composantes d'un système d'attente, les auteurs 
ont proposé une procédure de sélection du paramètre de lissage qui se base 
sur les normes matricielles où ils ont démontré que l'estimateur du 
paramètre de lissage choisi, par la minimisation d'une certaine norme 
matricielle, donne de meilleurs résultats que les méthodes classiques. 
 
        Notons que dans la totalité des travaux cités auparavant les auteurs 
ont appliqué l’estimation à noyau dans les chaîne de Markov discrète à 
temps continu ce qui justifier l’utilisation des noyaux associés continue 
(pour estimer des densités définies sur ). Dans ce travail, nous 
proposons de considérer une chaîne de Markov discrète à temps discret où 
notre objectif est d’analyser le problème du choix du paramètre de lissage 
d’un estimateur à noyau associé discret d’une matrice de transition 
correspondante au modèle de stock de type (R,s,S) [4]. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 1 : Le niveau du stock dans le système (R, s, S) avec un délai d'exécution nul 

Estimateur à noyau d’une densité discrète 
 
Définition : Soit  un n-échantillon i.i.d issu d'une variable 
aléatoire X de la fonction de masse de probabilité inconnue f sur .  
L'estimateur à noyau associé discret de f est défini par : 

 

où h est le paramètre de lissage (fenêtre) et  est le noyau associé 
discret dépendant de x et h support  (ne dépend pas de h).  
 
Choix du noyau: 
Poissonnien :    

 

 
Binomial :   

 

 
Binomiale négatif :  

 

 
Triangulaire :           

 

 
Méthodes classiques de Sélection de paramètre 
de lissage: 
• Choix optimal: Minimisation du MISE ou du ISE 
• Validation croisée: UCV, BCV, LCV,… 
• Excès des zéros. 
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Rappelons que les éléments de la matrice des probabilités de transition de 
la chaîne de Markov décrivant le modèle (R,s,S) sont donnés par : 
 

 

o  et X représente la demande. 
 
   Supposons que nous ne disposons que d’un n-échantillon du niveau du 
stock, alors on est contraint à estimer la matrice de transition P.     
 
Ici, nous proposons d'utiliser la méthode du noyau associé discret pour 
estimer la matrice P. Pour le choix du noyau K, le problème a priori  est 
facile. Il suffit d’utiliser, par exemple, le noyau: Poissonnien, Binomial, 
Binomiale négatif ou Triangulaire.  Tandis que pour le choix du paramètre 
de lissage h, on peut envisager deux manières : 
  
1. Estimation des éléments  indépendament de leurs 

position dans la matrice P ce qui nous ramène à l’estimation classique 
d’une densité discrète par la méthode du noyau i.e.  les   sont définis 
par :

 

et le choix de paramètre du lissage, dans ce cas, se fait par le biais de l'une 
des techniques classiques précédentes. 
 
2.   Prendre en considération le nombre de réplications des éléments  
dans la matrice P. L’estimateur de la matrice de transition de la chaîne de 
Markov X sera présenté comme suit: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    Pour le choix de la fenêtre h et afin de répondre à notre objectif nous 
proposons d'utiliser les normes matricielles. Dans ce cas le paramètre de 
lissage peut être choisi selon l'une les trois expressions suivantes : 
 

 

 

 

 

 

 

      Afin d'analyser numériquement l'impact du choix du paramètre de 
lissage sur les performances de l'estimateur à noyau de la matrice P, nous 
avons implémenté un programme sous MATLAB dont les principales 
étapes sont comme suit : 

1. Fixer la totalité des paramètres du modèle : R, s, S, , f,... 
2. Générer 1000 échantillons de taille n de distribution f 
3. Estimer h par les méthodes classiques et les normes matricielle. 
4. Calculer  pour chaque h obtenus dans l'étape 3. 
5. Calculer les estimateurs moyens de h,   et déduire . 

 
       Les tables 1 et 2 est un échantillon des résultats obtenus dans notre 
application numériques lorsque on fixe :  f  à une loi de Poisson de 
paramètre avec =1 et R=1,s=5 et S=20. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Table1 :   Estimation de paramètre de lissage h. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Table2 :   Estimation du niveau moyen du stock. 
 

        Les résultats obtenus montrent que : à l'exception de la méthode 
d'Excès des zéros, le reste des techniques fournies des résultats 
raisonnables et satisfaisants. De plus, d'une manière générale les meilleurs 
résultats correspondants à ceux conçu à base des paramètres de lissage 
optimaux au sens d'erreurs (normes) matricielles. 
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        Dans ce travail nous avons considéré le choix du paramètre de lissage 
par des procédures qui se basent sur des normes matricielles dans le cadre 
d'estimation à noyaux associés d'une matrice de transition d'une chaîne de 
Markov discrète à temps discret, décrivant un modèle de stock de type 
(R,s,S). Quoique ces procédures nous fournies de bon résultats, elles sont 
restreintes dans un aspect théorique seulement. Pour cela, nous 
envisageons de développer ces procédures de telle sorte qu'elles soient 
exploitables en pratique et cela en utilisant par exemple la règle de 
référence, validation croisée,… 

Conclusion 
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