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Résumé Nous établissons la consistance et la normalit € asymptotique de 1’estimateur des moindres carrés pondérés en deux
étapes (2SW LSE) d’un processus ARC H (q) a seuil en puissance et ce indépendamment de 1’hypotheése de stationnarité.
Pour des modeles a innovation a queues lourdes, le 2SW LSE s’avere plus asymptotiquement efficace que I’estimateur
du quasi-maximum de vraisemblance correspondant. une application aux tests de stationnarité stricte et d’asymétrie est
considérée, notamment sur des sé ries réelles.

Mots-clés. ARC H a seuil en puissance, stationnarité stricte et non-stationnarité, moindres carrés pondérés, quasi-maximum
de vraisemblance, distribution a queues lourdes, test de stationnarité stricte.

7.1 Introduction

Le modele ARCH a seuil en puissance (5-T'ARC H) proposé par Hwang et Kim (2004) a connu un intérét particulier
cette derniere décennie en raison de son aptitude a représenter adéquatement certains traits de séries financieres, notamment
Ieffet de levier, I’effet de Taylor, la persistance dans la volatilité et les distributions marginales a queues lourdes. Sous la
condition de stationnarité stricte, Pan et al (2008) ont établi consistance et normalité asymptotique (C AN) de I’estimateur du
quasi-maximum de vraisemblance (Q M L E) du modeéle §-TGARC H, extension GARC H du modele 6-T ARC H . Hamadeh
et Zakoain (2011) ont obtenu le méme résultat sous des hypotheses plus faibles, mais en imposant toujours la stationnarité
stricte. En outre, Hamadeh et Zakoain (2011) ont obtenu la propriété C AN pour deux variantes de I’estimateur des moindres
carrés ordinaire (LS) d’un modele 6-T ARC'H sous I'hypothese d’existence du 26°™° moment du processus observé. Plus
récemment, Francq et Zakoian (2013) ont étendu la théorie du QM LE pour le modele 6-TGARC H méme dans le domaine
de non stationnarité.

Bien que le Q M LFE possede de bonnes propriétés statistiques, il présente toutefois quelques inconvénients qui s’accentuent
particulierement pour des innovations a queues lourdes. En particulier, le QM LE n’est pas convergent pour des innovations a
variance infinie et présente de mauvaises performances pour de petites puissances § (Hamadeh et Zakoain, 2011). Pour y remé-
dier, nous proposons dans ce travail un estimateur des moindres carrés pondérés en deux étapes (2SW LSE) pour le modele
0-TARCH (q). La pondération est le carré inversé de la variance conditionnelle du processus, arbitrairement évaluée dans la
premiere étape et estimée dans la seconde. Outre sa simplicité, I’estimateur 2SW LS E s’avere consistant et asymptotiquement
Gaussien sous des hypotheses tres faibles, en particulier sans aucune contrainte sur les moments du processus observé et méme
sans imposer 1’hypothese de stationnarité stricte. De surcroit, nous montrons que les variances asymptotiques de 2SW LSE
et QM LE sont proportionnelles et méme égales lorsque 6 = 2. En particulier, le 2W LSE en est plus asymptotiquement
efficace pour des innovations dont la distribution est a queues lourdes et peut converger méme pour des innovations a variance
infinie. Nous montrons également que le 2SW LSE est plus efficace que I’estimateur des moindres carrés ordinaire LS. Une
application de la théorie 2W LS E aux tests de stationnarité stricte et d’asymétrie du modele §-T"ARC H est proposée. Enfin,
la théorie est confirmée en échantillons finis a travers des séries simulées et réelles.

7.2 Présentation du modéle -TARCH (q)

Considérons un processus 6-T'ARCH (q), {e¢,t € N}, donné par I’équation stochastique suivante :
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1
oll ¢ € N*, § est une constante positive connue, 9 = h¢ no pour une certaine variable aléatoire non négative ho, zt =

max(z,0), 7 = —min(z,0) et

{n¢,t € N} estun processus indépendant et identiquement distribué (iid) avec

E(m) =0, E (jml*) = 1 P(m|* = 1) < 1 (bFAD)

Le vecteur des paramétres 6 = (w, a4 1,0 1,...,04 q,a— ) € O C R+ est tel que w > 0, ar; > 0,a_; >0,
(1 < j < q). Pour le cas spécial ¢ = 1 que nous considérerons en particulier dans le cas de non stationnarité, le pa-
rametre 6 est simplement écrit § = (w, ') avec 8 = (a4,a_)". Soit uz = |5t\6 — h(9) = ht(G)(|77t|(s — 1) et
Vicr = (L,(551)°, (5721)°, - (66 )° (61,)°)', ol 'on peut remarquer que hy(6) = 6’V 1. Alors, le modele (2.1)
peut étre écrit sous la forme d’autorégression suivante :

3
led] = Vi10 +ue t e N, (2.2)

laquelle est régie par la différence de martingale, {u:, t € N}, associée a {+,t € N}, avec E(us/+—1) = 0et Var (us/e—1) =
(yt'_10)2Var(|nt|5). Soit v I’exposant de Lyapunov associé au modele (2.1) (voir, Pan et al, 2008 ; Hamadeh et Zakoian,
2011 ; Gongalves et Mendes-Lopes, 2012 pour I’expression de ). Une condition nécessaire et suffisante pour que le modele

(2.1) soit stable est que v < 0. Dans le cas contraire le modele est dit instable, auquel cas |at|5 diverge (presque slirement
quand v > 0 et en probabilité quand v = 0) vers I’infini quand ¢ — oo (voir aussi Francq et Zakoian, 2013).

7.3 Principaux résultats

Pour une série 1, €2, ..., £, générée a partir de (2.1), nous proposons pour 6 un estimateur des moindres carrés pondérés
en deux étapes, (f1wrs,02wrs), donné conditionnellement a eq par

n

Vo1V, T s "\ Y1V, T °
) t—1Vs_1 Yi—1let] ) t—1Vi 1 Yi—1let]
1) Oiwrs = el ithh Tk 3 Lt 44) Qowwns = _———t=2 =t 3.1
) brwes ; HO) i ) Gawrs ; ROwes) | L hiGwes)’ @1

0wl = (@,84 1,0 1,...,04.4,0_q) = (@,B) estun vecteur de constantes positives connues. Un estimateur similaire a
été étudié par Aknouche (2012) dans le cadre d’'un modele ARC'H (1) correspondanta g = 1, = 2 et 4,1 = a— 1. Posons

H(0,0) = Fxo (57591901 ), T0,0) = Boo (12 Y1D0 1) 11(0) = Boo (5 ¥eiVin) . 32)

O] W)
etlorsque ¢ = 1,

G = ()’ 0)’), AB,B) = E (m@—lﬁlo ,

2
23,6 = B (256160 ) 3500 = B (et )
ol pour un processus asymptotiquement {X;,t € N} stationnaire la notation Eoo (X)) = limi 00 F (Xy) est utilisée. Le
résultat suivant donne les propriétés asymptotiques des estimateurs 61w s et faw s aussi bien dans la région de stabi-
lité que dans la région d’instabilité. Pour cela nous avons besoin de I’hypothese suivante proposée par Francq et Zakoian
CE(1+ X1+ ..+ X1..X¢-1) ) =0 (%) quand t — oo, avec X¢ = a (n)° + a_(n;)°.(7.1)013) :

Théoreme i) Cas de stabilité (avec g € N¥) :

Sous (A1) et v < 0,

(3.3

brwrs B3 0, et Bawrs =3 6. (3.4)
n— o0 n— o0
Si de plus E (|171|26) < oo alors,
Vn(liwes —0) 5 N (o, Var (|m|5) H™(0,0)I(8,0)H (8, 9)) 3.5 (12)
n—o0
Vi(Oowrs —6) 5 N (0, Var (|m|“) i (9)) 3.6 (13)
n—oo

ii) Cas d’instabilité stricte (avec ¢ = 1) : Sous v > 0, (A1), la compacité de ©, E (|log (|771|5) ’) < oo, et P(n1 =0) =0,
a) BlWLSnpfio@ et b) 32WLS::—S>;O@ (3.7)

oit Biwrs et Bawrs sont les composantes de 01w s et Oow s respectivement correspondant & 3 = (a4, ). Si de plus

25
E(Ini| ) < oo alors,
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ViBuwss —8) 5 N (0.Var (Iml”) A7 B,8)2 (B,H)A7(B,8)) 3.8 (7.4)
Vi(Bawrs —B) 5 N (0, Var (\m\‘s) 2‘1(5)) 3.9 15)

iii) Cas d’instabilité (avec ¢ = 1) : Sous (Al), v =0, E (}10g(|7]1 |5 |)) < 00, la compacité de © et P(n1 = 0) =0,
a) B1WLSH_%OO,3, et b) BzWLSn_%OOﬂ (3.10)

Si de plus E(|m |25) < 00 et (A2) est vérifiée alors (3.8) et (3.9) restent vraies.

Dans le cas instable, v > 0, il apparait que @Wiwrs et Waw s ne sont pas consistants. On peut constater par ailleurs que
Iestimateur de la seconde étape 02w 15 est plus efficace que celui de la premiere, 61w 5. Comparant I’efficacité asymptotique
relative entre 92W rLsetle QMLE, 9@ M (ex. Hamadeh et Zakoian, 2011), nous avons conclu que les variances asymptothues
de GQ ML et 92W 1s sont proportionnelles et sont égales pour 6 = 2. Une condition nécessaire et suffisante pour que ng LS
soit plus efficace que 9Q M1 est donnée en terme des moments de I’innovation. Nous avons constaté que pour des innovations
Gaussiennes (; ~ N (0,1)) le QM LE est plus efficace que le 2SW LSE quand § # 2. Cependant, la supériorité de
2SW LSE est de plus en plus évidente que 1’innovation est a queues lourdes comme pour la loi de Student ou le mélange de
lois normales. Cela a été méme confirmé en échantillons finis. En effet, nous avons comparé les propri€tés finies de 2SW LSE
et QM LE (Ogarr) sous la stabilité du modele en se basant sur 1000 réplications d’un 6-TARC H (1).
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