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Résumé The present paper deals with a stochastic optimal control. This involves in particular modeling the
evolution of the price of a financial asset. For this, we have established the necessary conditions for optimality of
a control by disturbing it. We have as result an estimate of the solutions of the stochastic differential equation
which governs the system.
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12.1 Introduction

Le principe du maximum examine la minimisation d’un Hamiltonien sur U , l’espace des

contrôles admissibles. L’objectif du principe stochastique de Pontryagin est d’établir les

conditions nécessaires d’optimalité vérifiées par un contrôle après avoir assuré son existence.

12.2 Présentation du travail

On se place dans
(
Ω,F, (Ft)t∈R+ , P

)
un espace probabilisé muni d’une filtration satis-

faisant les conditions habituelles, B = (Bt)t∈R+ un mouvement brownien d−dimensionnel

et A un borelien de Rk.

-On considère un processus u = (ut)t∈R+ mesurable et (Ft)t∈R+-adapté à valeurs dans un

borelien A dans Rk avec ut = α. L’évolution est modélisée selon l’équation :{
dXt = b (t,Xt, ut) dt+ σ (t,Xt) dBt, t ∈ ]0, T ] ;
X0 = x, x ∈ Rm.

(12.1)

On suppose ce qui suit :

• b (t, x, α) est continue en α et uniformément continue en t et en x.

• b (t, x, α) et σ (t, x) sont dérivables en x et à dérivés continues et bornées et vérifient

les conditions suivantes :
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i- il existe une constante positive K, indépendante de (t, α) telle que :

∀x, y ∈ Rm : |b (t, x, α)− b (t, y, α)|2 + |σ (t, x)− σ (t, y)|2 ≤ K |x− y|2 .

ii- il existe une constante positive C indépendante de t et α telle que :

∀x ∈ Rm : |b (t, x, α)|2 + |σ (t, x)|2 ≤ C
(
1 + |x|2

)
.

On définit la fonction coût par : J (u) = E

[
T∫
0

l (t,Xt, ut) dt+ g (XT )

]
, où g et l sont des

fonctions réelles telles que g : Rm → R, l : [0, T ]× Rm × A→ R.

On note par XT la solution de l’EDS contrôlée (12.1), prise à l’instant terminal T et de

plus, XT est associée à un contrôle admissible u pour lequel on définit le coût J (u) .

Le contrôle u∗ (x) est dit optimal si pour tout x ∈ Rm, on a :

V (x) := inf
u∈U
{Ju (x)} = Ju

∗
(x) .

12.3 Résultats

Soit uˆ un contrôle optimal. Il existe un processus (pt)t∈R+ tel que ∀t ∈ [0, T ] ,pour tout

contrôle admissible u, on a la condition nécessaire suivante :

H(pt, X
uˆ

t , u
ˆ) ≤ H(pt, X

uˆ

t , u).

On perturbe le contrôle û à l’aide du contrôle ûθ défini comme suit :

ûθ =


ût si t ∈ [0, τ [ ;
v si t ∈ [τ, τ + θ[ ;
ût si t ∈ [τ + θ, T ] .

Notre objectif est l’estimation des solutions X̂ et X̂θcomme suit :

Soient X̂ et X̂θ les solutions fortes de (12.1) associées respectivement à û et ûθ, on a

l’estimation suivante :

E

[
sup
t∈[0,T ]

∣∣∣X̂θ
t − X̂t

∣∣∣2] ≤M.θ2, (12.2)

et on aura :

lim
θ→0

E

[
sup
t∈[0,T ]

∣∣∣X̂θ
t − X̂t

∣∣∣2] = 0. (12.3)

On a la condition nécessaire suivante :

dJ

dθ

(
ûθ
)
|θ=0 ≥ 0.
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12.4 Conclusion

L’évolution du prix d’un actif est modélisée par l’EDS :

dXt = r.Xtdt+ σXtdBt.

Le problème est de trouver un temps d’arrêt qui maximise la valeur espérée du bénéfice

net : supτ E [e−ϕt] (Xt − a) et de calculer le profit espéré.
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