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Résumé Ce travail est consacré a la modélisation et a I’évaluation des performances des systéemes d’attente avec
priorité relative et source(s) finie(s) via les Réseaux de Petri Stochastiques Généralisés (RAPSG). En effet, Le
prolongement des RAPSG vers les processus de Markov accroit considérablement leur intérét. Cela nous permet
d’effectuer une analyse qualitative et quantitative de ces systémes prioritaires. Par ailleurs, nous montrerons
comment ce formalisme nous a permis de réduire la complexité de leurs analyses.
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10.1 Introduction

Les réseaux de Petri (RAP) constituent un outil mathématique et graphique de
modélisation développé par Carl Adam Petri dans les années soixante [10]. Depuis, l'in-
troduction de certains parametres, caractéristiques et criteres particuliers aux systemes a
étudier, a conduit a divers extensions des RdAP classiques. Parmi ces extensions, on dis-
tingue le formalisme RAPSG introduit par Molloy [9]. Les RAPSG sont une extension des
RdP stochastiques autorisant deux classes de transitions [2, 3] :

— Des transitions instantanées a temporisation nulle (transition immédiate) qui sont

franchies immédiatement des qu’elles sont sensibilisées.

— Des transitions temporisées ayant une durée de franchissement aléatoire.

Ce formalisme a été utilisé, en théorie de files d’attente, pour I’analyse de systemes de files
d’attente avec rappels [4, 5, 6, 7]. Notre objectif est d’adapter ce formalisme pour I’analyse
des systemes prioritaires a source(s) finie(s).

Dans certains systemes de files d’attente (S.F.A) prioritaires, les clients proviennent d’au
moins une population finie. L’analyse de ces systemes est complexe, elle présente d’im-
menses difficultés algébriques dues a la dépendance des flots des arrivées des différentes

classes de priorité (voir [1, 8]). Ainsi, leurs études dans la littérature se base essentiellement
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sur des méthodes approximatives ou des méthodes algorithmiques.

Dans ce travail, nous avons modélisé et évalué les performances des systemes
My /My/1//N, Ms/My/1//(Ny, Na) et M3/Ms/1//(Ny, No, N3) avec priorité relative, via
le formalisme de RAPSG.

10.2 Modélisation du systeme M>/M,/1//N via les RAPSG

On considere le systeme My/My/1//N avec priorité relative, dans lequel arrivent deux
classes de clients : clients non prioritaires et clients prioritaires, venant de la source de
capacité N. Les deux types de clients arrivent indépendamment les uns des autres suivant
un processus quasi-aléatoire avec un taux A; et Ay respectivement. Le service des clients
non prioritaires et prioritaires se fait suivant la loi exponentielle de parametre py et o
respectivement. La figure (Fig.10.1) représente une modélisation de ces systemes par les
RdPSG.

DSCN tson

Figure 10.1. Le RAPSG modélisant les systémes Ma/M>/1//N avec priorité relative.

Dans ce modele on a :

e La place P4 contient les clients libres (source), représentés par N jetons. C’est-a-dire,
aucun des N clients n’est arrivés dans le systeme;

e La place Py (resp. P,) contient les clients non prioritaires (resp. les clients prioritaires) ;
e La place Psp (resp. Psy) représente Iétat 'Le serveur est occupé par le client prioritaire’
(resp. 'Le serveur est occupé par le client non prioritaire’) ;

e La place Pgy, représente 1’état "Le serveur est libre’, représenté par un seul jeton.

e Le marquage initial du réseau est alors donné par :
Mo = (M(PA>7M<PP)7 M<PSP)7 M(PN)7M(PSN)7 M(PSL)) = (N70707 0707 1)

Ceci, signifie que tous les clients sont initialement libres et que le serveur est disponible.
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10.2.1 Application sur le systeme My/M,/1//3

Comme illustration, nous avons considéré la file d’attente Msy/My/1//3 avec priorité

relative et source finie de taille 3. Le marquage initial est ainsi donné par :
Mo = (M(P4), M(Pp), M(Psp), M(Py), M(Psy), M(Ps)) = (3,0,0,0,0,1).

Le graphe des marquages de ce RAPSG est donné dans la figure (Fig.10.2). Ce graphe est

un arbre qui permet de calculer tous les marquages possibles a partir du marquage initial.

Mo (300001

/ tacnp
AcP

M;210001

DSCP

M;(201000

M

0
300001

tsop

M M. tach)
00[200101]210001][020010][010110/000210][200101]
M,

12

110101 100201
Mlﬁ M17

DSCF DSCNP

Ms 111000 MsL01100 00110 M,

Figure 10.2. Graphe d’accessibilité associé au systeme Ma/M2/1//N.

La chaine de Markov a temps continu (CMTC) des états tangibles est obtenue apres
I’élimination des marquages évanescents. Ainsi, les états de la CMTC associé au modele
étudié sont les marquages tangibles de ’arbre. Les marquages évanescents sont fusionnés
avec leurs successeurs (marquages tangibles). Exemples : M; est fusionné avec M3 ; My avec
My ; M5 avec Ms; Mg avec Mg et My; avec Myg. Les taux de transitions de la CMTC
associée au graphe du systeme M, /M;/1//3 sont les taux de tir des transitions temporisées.
La figure (Fig.10.3) illustre cette CMTC.
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3A;

Figure 10.3. La CMTC associée au RAPSG de M>/M>/1//3.

A partir de cette CMTC, on a construit le générateur infinitésimal ) qui nous a donné la

distribution stationnaire 7. Ayant 7, nous avons calculé plusieurs indices de performances

3o 222
@ ( M3 ], [ M5
i i

7

voir les équations ((10.1)-(10.11)).

Nous avons analysé le systeme My/Ms/1//N en variant les valeurs de N. Ainsi, nous avons

pu obtenir le graphe de la CMTC associé au RAPSG avec N quelconque d’une maniere

récursive (voir Figure Fig.10.4).
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Figure 10.4. La CMTC associée au RAPSG de M2/M>/1//N.

10.3 Modélisation de My/My/1//(N1, N2) par les RAPSG

Dans ce modele deux classes de clients arrivent de deux sources finies différentes : clients
non prioritaires venant de la source Py et les clients prioritaires venant de la source Pg. Pour
ce modele, la méme étude que celle adoptée pour les systemes Ms/My/1//N a été faite.
Ceci nous a conduit a 'analyse de leurs performances. La figure (Fig.10.5) représente une
modélisation de ces systemes par les RAPSG ou la capacité de la population est représentée
par les parametres entiers positifs Ny et Ny qui apparaissent comme marquages initials des

places P4 et Pp respectivement.
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DSCN

Figure 10.5. Le RAPSG modélisant les systemes Ma/Ms/1//(N1, N2) avec priorité relative.

10.3.1 Application sur le systeme M,/M>/1//(2,2)

Comme exemple d’illustration, nous considérons une file d’attente My /Ms/1//(2,2) avec
priorité relative et a deux sources finie de taille N; = 2 et N, = 2. Le marquage initial de
ce réseau est donné par :

Mo - (M(PB)aM(Pp)7M(PSP)7M(PA)vM(PN)aM(PSN)aM(PSL)) = (2707()’270707 1)'

Le graphe des marquages est donné dans la figure (Fig.10.6) suivante :
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Figure 10.6. Graphe d’accessibilité associé & Mz /M2 /1//(2,2) avec priorité relative.

Nous avons construit la CMTC a partir de ce graphe des marquages. La figure suivante
illustre cette CMTC associée au modele RAPSG obtenu.
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Figure 10.7. La Chaine de Markov du réseau de Petri associé & Mz /M>/1//(2,2) avec priorité relative.

Nous avons calculé le générateur infinitésimal () a partir duquel on a pu calculer la
distribution stationnaire m du systéme, ainsi que ses indices de performances, tels que :
— Le taux moyen effectif des arrivées des clients non prioritaires 7y
(resp.prioritaires 7p) :
Ce taux est le nombre moyen de tir en une unité de temps :
v =Y M(Mj)m; ne =Y Xa(M)m; (10.1)
JESM; JE(SM;)
ou : (SM;) est 'ensemble des marquages ou la transition tacn (resp.tacp) est fran-
chissable. A;(M;) (resp.Ag(M;)) est le taux de franchissement associé a la transition
tacn (resp.tacp)dans M;.
— Le nombre moyen de clients non prioritaires M;(Py) (resp.prioritaires nyp)

dans la file :
Ce nombre moyen est donné par la formule suivante :
onN = Z M;(Py)7; Top = Z M;(Pp)m;; (10.2)
J J
ou :

M;(Py) (resp. M;(Pp)) est le nombre de jetons dans la place Py (resp.Pp) dans le
marquage M;. La somme dans cette formule se fait sur tous les marquages accessibles.
— Le nombre moyen de clients non prioritaires 7ngy (resp. prioritaires 7sp)
dans le systeme :
ney = Y _[M;(Py) + M;(Poy)lm;; (10.3)
J
nsp = »_[M;(Pp) + M;(Psp)]r;. (10.4)

J
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— Le temps moyen d’attente des clients non prioritaires Wy (resp prioritaires
Wp) :
Le temps d’attente d’un client non prioritaires (resp prioritaires) est obtenu a 'aide
de la formule de Little :

Wy = 1N gy, = 02 (10.5)
NN np
— Le temps moyen de réponse des clients non prioritaires 7y (resp. priori-
taires 7p) :
™ = nS—N; TP = 77S—P. (10.6)
ULy np

Nous avons obtenu la CMTC associé au RAPSG avec Ni, Ny quelconque d’une maniere

récursive (voir figure Fig.10.8 suivante).
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Figure 10.8. La CMTC associée & Ma/M2/1//(N1, N2).

10.4 Modélisation de M3/M3/1//(N1, N2, N3) par les RAPSG

Dans cette section, nous allons analyser un systeme de files d’attente a 3 classes de
priorités Ms/Ms/1//(Ny1, No, N3). Les clients de classe C; sont prioritaires a ceux de la
classe C; si j > 4. Ces trois types de clients arrivent indépendamment les uns des autres
suivant un processus markovien avec un taux \;, i = 1, 3.

Le service des clients de classe C;, i = 1, 3 se fait suivant la loi exponentielle de parametre
M-

La figure (Fig.10.9) décrit le modele RIPSG correspondant & ce systéme. La capacité
des trois populations est représentée par les parametres entiers positifs Ny, Ny et N3 qui

apparaissent comme marquage initial des places P4, P et Po
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— La place P¢ est la source qui contient les clients prioritaires de classe 3, représentés
par N3 jetons;

— La place P; contient les clients prioritaires de classe 3;

— La place Pgp représente 1'état 'Le serveur est occupé par le client prioritaire de classe

3.
— Le marquage initial du réseau est :

M, = (M(Pc), M(Py), M(Pgs)M(Pg), M(P,), M(Psp), M(Pa), M(Py), M(Psy), M(Psz))
= (N3,0,0, N2, 0,0, N1,0,0,1).

Figure 10.9. Le RAPSG modélisant le systeme Ms/Ms/1//(N1, N2, N3) avec priorité relative.

Apres le calcul du générateur infinitésimal et de la distribution stationnaire, nous don-
nons dans ce qui suit juste les indices de performances ayant rapport avec les clients de la
classe 3.

— Le taux moyen effectif des arrivées des clients prioritaires de classe 3 :

np= Y M(M;)m;; (10.7)
je(SM;)
ou :
- (SM;) est I'ensemble des marquages ou la transition ¢4~ est franchissable.

- A3(M;) est le taux de franchissement associé a la transition t4zp dans M.

— Le nombre moyen de clients prioritaires de classe 3 dans la file :

Nop = Z M,(Py)rj; (10.8)
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ou : M;(Pp) est le nombre de jetons dans la place Pp dans le marquage M; et la
somme concerne tous les marquages accessibles.

— Le nombre moyen de clients prioritaires de classe 3 dans le systeme :

nsp = Y _[M;(F) + M;(Pgp)]r;. (10.9)

J
— Le temps moyen d’attente des clients prioritaires de classe 3

Wp = Jor. (10.10)

— Le temps moyen de réponse des clients prioritaires de classe 3 :

TSP (10.11)

Pour prouver la performance de cette approche d’analyse des systéemes prioritaires avec
source(s) finie(s) via les RAPSG, nous avons procédé a une comparaison des indices de
performances obtenus par simulation et ceux obtenus via cette approche (voir section

suivante).

10.5 Applications numériques

Dans cette section, nous présentons quelques résultats numériques obtenus en évaluants
les principaux indices de performances des systeémes avec priorité relative et source(s)
finie(s). En effet, nous avons comparé nos résultats obtenus par les RAPSG et ceux obtenus
par Chandra et Sargent dans [14]. En outre, en faisant varier les différents parametres Aj,
A2, A3, p1, po ps et pour différents nombres de clients dans les sources on a obtenu les
caractéristiques :

to, : Le temps moyen d’attente d'un client de la classe ¢ .
tn, : Le temps moyen de réponse d'un client de la classe 7 .
Q; : Le nombre moyen de clients de la classe i dans la file.

: Le nombre moyen de clients de la classe ¢ dans le systeme.

.

p(i) : La proportion du temps d’occupation du serveur par un client de la classe 1.

Application sur My/M>/1//(N1, N2)
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RAPSG
Ni| Xi|pi p(2) tg; tn, Qs N;
25(0.06| 1{/0.07634|309.7897|310,7897|23.6512(23.7275

25| 0.1] 2[0.92365

3.0332| 3.5332| 5.6032| 6.5269

10| 1/10]({0.12252

7.0617| 7.1617| 8.6522| 8.7747

NN

10| 0.8| 6|{0.87689

0.4839| 0.6506| 2.5464| 3.4233

Table 10.1. Résultats obtenus par les RAPSG pour le cas Mz/M>/1//(N1, N2).

Analytiques
ANERIO) tQ, tN; Qi N;
1{25]0.06| 1{/0.0763|309.7898|310.7898(23.6512|23.7275
2| 25| 0.1] 2{/0.9236 3.0332| 3.5332| 5.6032| 6.5269
1|10 110]{0.1225| 7.0621| 7.1621| 8.6523| 8.7748
2| 10| 0.8| 6]|0.8768| 0.4840| 0.6506| 2.5464| 3.4233

Table 10.2. Résultats obtenus par Chandra et Sargent pour le cas Ma/M3/1//(N1, Na).

Application sur M3/M3/1//(Ny, N2, N3)

RdPSG

p(i)|  tg

in; Qi N;

1][0.3773] 7.2491

T
8.2491|2.7357|3.1130

5(/0.0717| 2.8779

3.0779|1.0319|1.1036

0.5166| 1.6135

3.6135|0.4168|0.9334

0.0195|17.7502

17.9506|1.7359|1.7555

0.3347| 7.9236

9.9245|1.3262|1.6609

11(0.6142| 2.1394

3.1394|1.3142|1.9285

0.1829| 1.6644

1.8644(1.5225|1.7054

i NG| Ni|
1| 5| 0.2

2| 2| 0.4

3| 3/0.125|0.5
1| 2| 04| 5
2| 3/0.125|0.5
3| 5| 0.2

1/20| 0.05| 5
2| 4] 0.3]2.5
3| 4] 0.2] 3

0.3767| 0.5138

0.91380.4839|0.8607

0.2365| 0.3028

0.6362|0.2149|0.4515

Table 10.3. Résultats obtenus par les RAPSG pour le cas Ms/Ms/1//(N1, N2, N3).

Analytiques

A

I

p()|  tg

0.2

=

7 3
0.377| 7.249| 8.249|2.735|3.113

0.4

5(/0.072| 2.878| 3.078(1.031|1.103

0.125

0.5

0.517| 1.614| 3.614|0.416|0.933

0.4

0.020(17.750|17.950|1.735|1.755

0.125

0.5

0.335| 7.924| 9.924|0.326|0.661

0.2

1{(0.614| 2.139| 3.139(1.314|1.928

20| 0.05

0.183| 1.665| 1.864|1.522|1.705

'S

0.3

0.376| 0.513| 0.913]0.483|0.860

W N ]| W N | W DO = =

4/ 0.2

0.236| 0.303| 0.636|0.215|0.451

Table 10.4. Résultats obtenus par Chandra et Sargent pour le cas M3/Ms/1//(Ny, N2, N3).
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D’apres les tableaux Tab.10.1, Tab.10.2, Tab.10.3 et Tab.10.4, nous remarquons que les

résultats obtenus par les RAPSG sont tres proches de ceux obtenus par Chandra et Sargent.

Application sur My/M>,/1//N

Les résultats affichés dans les tableaux Tab.10.5 et Tab.10.6 représentent les résultats
obtenus par la simulation et ceux obtenus par les RAPSG pour les parametres N=50, \,=
0.06, A\,=0.1, et p,= 1, pp,= 2.

=S

tQ; tN; Qi N;
71.0176(72.0176|38.7330(39.2784
1.2937| 1.7937| 1.1760| 1.6305

[y

N

Table 10.5. Résultats obtenus par les RAPSG pour le cas Ma/M2/1//N.

Simulation
tQ, in; Qi N;
71.0949(72.0958|38.7402|39.2856
1.2972| 1.7976| 1.1781| 1.6326

.

—

N

Table 10.6. Résultats obtenus par la simulation pour le cas My/M2/1//N.

D’apres les tableaux Tab.10.5 et Tab.10.6, il s’avere que les résultats obtenus par la

simulation sont tres proches de ceux obtenus par les RAPSG.

10.6 Conclusion

Notre axe de recherche a consisté a faire usage du formalisme RAPSG pour modéliser
les systemes prioritaires et d’évaluer leurs performances. La puissance d’expression de ce
formalisme nous a permis une modélisation tres détaillée et sémantiquement précise qui a
réduit la compléxité de ces systemes prioritaires. Elle nous a offert, en plus d’une analyse
qualitative, une analyse quantitative des indices de performances. En effet, I'isomorphisme
existant entre les RAPSG et les processus markoviens, nous a permis d’exploiter les tech-
niques de ces derniers pour le calcul des mesures de performances. Par ailleurs, nous avons
effectué une étude comparative entre les résultats obtenus par I'approche RAPSG et ceux
simulés. Cette comparaison a confirmé l'efficacité de notre approche.

Comme perspectives de recherche, nous suggérons de considérer les points suivants :
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— Lorsque les systemes étudiés contiennent plusieurs classes de clients, leurs
représentations en RAPSG deviennent complexes donc difficilement exploitables
[15, 16, 17]. Les RAPSG colorés constituent un modele mathématique de haut-niveau,
pouvant réduire la taille du modele et dans lesquels chaque jeton correspondant a un
client ou a un serveur doit porter une information qui dénote son type. Ainsi, il serait
judicieux de les exploiter pour ’analyse des systemes qu’on a étudiés quand le nombre
de classes prioritaires est assez grand.

— 11 serait intéressant d’élargir I’étude au cas non-borné Mpr/Mg/m/ /oo (a population
infinie). Dans ce cas, il y’a lieu de faire appel au graphe de couverture.

— Il sera pertinent d’introduire les rappels aux systemes prioritaires précédents donc on
aura affaire aux systemes prioritaires avec rappels.

— Analyser les systémes avec priorité absolue ayant plusieurs sources finies via (RAPSG).
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