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Résumé L’objectif du présent travail est d’analyser la stabilité de la chaine de Markov induite associe au systéme
GI/M /o en utilisant la méthode de stabilité forte lorsque ce systéme est sujets & une perturbation au niveau de
sa structure, d’out I'obtention d’un systéme & un nombre de serveurs fini. Des résultats numériques obtenus par
simulation sur le comportement du systéme en fonction du nombre de serveurs constituant le systéme GI/M/s
sont également exposé et cela pour différentes lois des inter-arrivées.

Mots-clés : Systéme & plusieurs serveurs; Systéme a une infinité de serveurs; chaine de markov induite;
Perturbation ; Stabilité forte.

11.1 Introduction et Motivation

Parmi les principales motivations de ce travail on cite :

v' L’intérét pratique.
Dans la pratique plusieurs situations se modélisent par ce genre de systeme : Les chaines
de production, Les systémes informatique et téléinformatique, Les systémes de télécom-

munications, Les aéroports : La gestion des aérodromes d’un aéroport ou de ses guichets,
. ete.

v' L’intérét théorique : 'importance du systéme en question a fait ’objet de plusieurs
études et analyse mais ces derniéres peuvent étre améliorées. En effet, par exemple :
— J. M. Helary and R. Pedrono (1983)
—~ M/M/s ~ M/M/oo = |me —ms| < C(s).
— Une majoration large et les conditions de stabilité sont non élaborées.
— D. Aissani (1989) : L’auteur a démontré la convergence de
— || Px — Ps||lo — 0 lorsque s — oo
— ||[7oo — 7s||o — 0 lorsque s — oo
avec v(k) = ¥, tel que 8 > 1let k € N. sans donnée une quantification des ces
bornes.
— K. Mechri(2004)
o HPOO - PSH’U < Cl(svﬁ)a
= [IToe = msle < Ca(s, B),
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Les deux majorations sont large, voir méme impossible a vérifier dans la pratique.
C’est-a-dire il n’existe pas la valeur de la norme [ qui peut satisfaire les conditions
stabilité.

11.2 Opérateurs de transition des systémes GI/M /s et GI /M /oo

Soit le processus X qui représente le nombre de clients dans le systéme juste avant
I'arrivée du k%™ client.

Sachant que X1 = X — Dy avec Dy le nombre de clients servis durant les deux instant
t, et t,, ;. Py dusysteme GI/M/s et du systeme GI/M /oo sont donnés par 11.2 et 11.3
respectivement.

T (sut)it1=d

—sput e _ ; ; .
hf Gri=r © dH(t), ifi>s—1,5>sandi+1>j;
oo . ] it1—j
o ({Ci+le*3u‘ (1—ewt)’+ T aH@), ifi<s—landit1l>j; (11.2)
ij = .
ot s s
s fcge*“‘(t*ﬂ (1 — ef“(th))b T e—suT ((ff:)), ' SspAiTclH(t), ifi>s,j<sandi+12>3j;
00 o
0, else.

- J Gyt (1 — ety dH (1), if i 41> 5
0

Py = (11.3)

0, else.

11.3 Stabilité du systéme GI/M /oo

Théoréme 11.1 (D. Aissani and N.V. Kartashov. (1983)). A Markov chain X, with tran-
sition kernel P, is strongly v—stable if and only if there exists a measure o and a nonne-
gative measurable function h on N such that

a) th >0, al =1, ah >0;

b) | Pllu < o0;

¢c) T=P—hoa>0;

d) there exists m > 1 and p < 1 such that T™v(x) < pv(z) for allx € E;

11.3.1 Conditions de v—stabilité

Théoréme 11.2 Conditions de v—stabilité Suppose that in the GI /M /oo system and sup-
pose that the condition fooo dH(t)/t < oo holds. Then, for all B such that 1 < < By the

embedded Markov chain X is v—strongly stable for the test function v(k) = B*. Where
Bo=sup{B/B8>1, p<1andp= %f [1—e# + Bt dH (t).
0
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Lemme 11.1. Suppose that in the GI/M /oo system, the following conditions are fulfilled :

1.{%(t)<oo

2. [e MdH(t) < 1/2.
0

1-2 [ e~rtdH (1)
Then, there exists § € | 1,1 + —=—>———| such that
J e=2rtdH (t)
0

p:

=

/ [1—e "+ 5e—“t]2 dH(t) < 1. (11.4)

11.3.2 Estimation de la v—stabilité

Théoréme 11.3 Let 7 and 7 be the stationary distributions of the embedded Markov chains
X and X respectively. Then, for all 1 < < By, and under the condition :

I—p
| Al < — (11.5)

we have :
|7 —llw < cocl| Allo(1 = p —cl|All,) 7, (11.6)

where

[e.e]

- h(k::u) n _ —st .
c:wngﬁlfjﬁmw—nmmmw@_/'edmw%

0

co=1+c and |A|, =P - P,

Corrollaire 11.1. Let m and 7 be the stationary distributions of the imbedded Markov
chains in the GI /M /oo system and GI /M /s system respectively. Suppose that the assump-
tions of the precedent Theorem hold and 1 < 8 < By, then, for any f such that || f||, < oo,
it holds that

[ f =7 f] < Egl|fllo, (11.7)

where Eg = |7 — 7|,

Le faite que N = " kmy, alors soit f(k) = k ainsi on aura :
i=0

1 1 _ _ 1 1
B = |Noo = Ny = |nf —7f| < By 0

11 = 25 =
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11.4 Application Numérique et simulation

Des simulations a événements discrets ont été réalisées sur les systémes suivants :
Cas1: M/M/s, A\=45¢t u=1,
Cas 2: Ey/M/s, A\=9¢et p=1,
Cas 3 : Weibull/M/s, a =0.25, f=1.817 et =1,

et les résultats obtenus sont représentés dans es figures suivantes :

¥X2: NN \\

—

e

FIGURE 11.1. Nombre moyen de clients dans le systéme, en attente et 'ecart ||7s — oo ||» en fonction du nombre
de serveurs. Cas : M/M/s, A=45 et pu=1

Y

FIGURE 11.2. Nombre moyen de clients dans le systéme, en attente et I'ecart ||7s — oo ||» €n fonction du nombre
de serveurs. Cas : Ea/M/s, A=9 et p=1.

FicURE 11.3. Nombre moyen de clients dans le systéme, en attente et 'ecart ||ms — moo||» en fonction du nombre
de serveurs. Cas : Weibull/M/s, « =0.25, 3 =1.81Tet u=1

11.5 Conclusion

Dans ce travail nous avons démontrés 'applicabilité de la stabilité forte sur la chaine de
Markov induite associe au systéme GI/M /oo aprés la perturbation de la structure du ce
systéme au niveau du nombre de serveurs qui deviens un nombre fini. En effet, 'application
de la méthode nous a permet de dégager les conditions de stabilité du systéme GI/M /oo
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ainsi que l'écart entre ses probabilités stationnaire et celle du systéme G1/M /s par rapport
a la norme v(k) = % (8 > 1, k € N). Et Pexploitant ces derniers résultats nous avons
obtenus une majoration de I’écart entre le nombre moyen de clients dans les deux systémes
en question.

Afin de compléter ce travail nous proposons d’évaluer la performance de cette méthode
dans ce cas.
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