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Résumé L’hypercube étant une structure dont la topologie est utilisée en informatique et en combinatoire, il
est fondamentale de déterminer quels sont les graphes et particuliérement les arbres qui sont plongeables dans
I’hypercube. Ce probléme est toujours ouvert et on ne connait que des résultats partiels pour certaines familles
d’arbres. Dans ce papier nous avons introduit deux classes d’arbres binaires équilibrés vérifiant la conjecture de
havel a savoir : Tout arbre binaire équilibré ayant 2" sommets est plongeable dans ’hypercube de dimension n
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5.1 Introduction

Un plongement de G(V, E) dans I’hypercube est défini par la donnée d’une applica-
tion injective ¢ de l’ensemble des sommets de G dans ’ensemble des sommets de @), et
d’une application P, de I'ensemble des arétes de G dans I’ensemble des arétes de @), qui
associe & chaque aréte uv de G une aréte p(u) ¢(v) dans @,. Une classe importante a
étudier est celle des arbres dans I’hypercube. Cette importance résulte de I'utilisation de
ces arbres dans plusieurs domaines, & savoir : informatique, sciences sociales, recherche
opérationnelle, optimisation combinatoire, théorie des réseaux électriques. . . et 'utilisation
pratique de ’hypercube en théorie des codes, transfért de l'information, architecture pa-
rallele, décision mulicrére, réseaux d’intérconnéxion etc. Un graphe G = (V, F) est dit
cubique s’il est plongeable dans @, pour un certain n. Firsov|7] a remarqué que les arbres
sont des graphes cubiques. Le probléme consiste a trouver la plus petite dimension de
I’hypercube dans lequel un arbre donné G est plongeable. On définit dans ce papier trois
nouvelles classes pour lesquelles la dimension cubique est déterminée. Pour un graphe
G(V(G), E(GQ)), V(G) et E(G) désignent respectivement l’ensemble des sommets et ’en-
semble des arétes.

Un hypercube de dimension n, noté (), est le graphe dont I’ensemble des sommets sont les
n-uplets binaires et deux sommets sont adjacents si et seulement s’ils différent en une seule
coordonnée. L’hypercube ), est un graphe biparti équilibré, n-régulier ayant 2" sommets
et n x 2" 1 arétes. La C'n-valuation aux cas des arbres est donnée comme suit : Un arbre T’
est Cn- valué si les arétes de T sont marquées par les entiers de I’ensemble {1,2,3,...,n}
de sorte que pour toute chaine P de T, il existe un entier K € {1,2,3,...,n} pour lequel
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un nombre impair d’arétes de P sont marquées par K. Havel et Moravek [6] ont montré
qu'un graphe G est plongeable dans (), si et seulement s’il existe une Cn-valuation de G.
Le résultat suivant est donné par Havel et Liebl [6] : Soit T" un arbre binaire d’ordre 2"
avec n > 3. Si T est équilibré et posséde deux sommets de degré 3 alors T est plongeable
dans @),,. Havel [6] et Nebesky [12] ont étudié le plongement des arbres binaires complets :

D,, ljn, ljn et D,, définis comme suit :

1. D,, est le graphe défini inductivement comme suit : Pour n = 1, D; = K5 est un
graphe biparti complet. Pour n > 2, D,, est obtenu a partir de deux copies disjointes
Ty, Ty de D,,_; et d'un nouveau sommet u, tel que u est relié par une aréte & un sommet
de degré 2 de T} et par une autre aréte & un sommet de degré 2 de T,. D,, Posseéde 2"
sommets pendants, (2" — 2) sommets de degré 3 et un seul sommet de degré 2 appelé
racine de D,,. dim(D;) = 2 et pour tout n > 2 dim(D,,) =n + 2.

2. Pour n > 1, 'arbre ZA)n I’arbre formé & partir de deux copies disjointes de D,,, tel que

leurs racines sont reliées par une aréte appelée aréte axiale. D,, a (2" — 2) sommets.

Pour tout n > 1, dim(D,,) = n + 2.

3. Soit n > 1. On désigne par D,,, I'arbre formé a partir de D,, en insérant deux nouveaux
sommets au niveau de 'aréte axiale et la chaine obtenue & partir de I'aréte axiale sera

appelée chaine axiale de ﬁn . L’arbre D,, peut étre défini & partir de ﬁn en insérant

deux nouveaux sommets de degré 2 au niveau d’'une aréte pendante de lA)n Il est clair
que D,, et D, possédent le méme nombre de sommets. D, posséde deux sommets de
degré 2, 2" sommets pendants et (2" — 2) sommets de degré 3. Pour tout n >

~ A

1, dim(D,) = dim(D,) =n + 2.

5.2 Nouvelles classes d’arbres équilibrés plongeable dans
I’hypercube

5.2.1 Classe AD,,

Pour n > k > 1, Parbre ADF est obtenu a partir de Parbre ﬁn en insérant un nouveau
sommet au niveau d’une aréte a distance k de la racine dans la copie de D,, et un autre
nouveau sommet au niveau d’une aréte a distance k de la racine dans 'autre copie de
D,. 1l est claire que ADF est équilbrés et posséde 2"+2 sommets. ADL, AD? et AD" sont
montrés dans la figure suivante :

Theorem 1. Pour tout n >k > 1, l'arbre ADF est plongeable dans Q,, 12



5 Plongement optimal d’arbres binaires équilibrés dans I’hypercube 21

al
n

"
1

FIGURE 5.1.

5.2.2 La classe ADTI‘;

Pour n > k > 0, I’arbre ADfL est obtenu a partir de ’arbre binaire D,, en insérant deux
nouveaux sommets au niveau de la k'*™¢ aréte a partir de la racine dans une copie de D,

dans D,,. AD!, AD?, et AD™ sont donnée dans la figure suivante :
A Aﬁl
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FIGURE 5.2.

Theorem 2. Pour tout n > k > 0, l'arbre Aﬁﬁ est plongeable dans Q1 o.

Remarque 5.1 La Cn+2 valuation de Uarbre D,, présenté par Nebesky figure comme cas
particulier dans notre résultat. Il est donné par l'arbre ADY | avec k =n

n
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