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¹]fl~×“�Abstract�:  

� ̄ Aى�عقبات�شبه�منحرفة�تحت�تأث
قات�الثنائيّة�ا�بعاد�ع
ّ
دف

ّ
ر��kي�هذا�العمل،�ندرس�الت

ّ
وت

ّ
الجاذبيّة�والت

�أنّ� �نف¡¯ض �لزجا. �وليس �للضّغط �غA¯�قابل �السّائل �أنّ �نف¡¯ض ابت.
ّ
�الث �العمق �ذات �ا�ياه �kي السّطÅيّ،

كامليّة�الحدوديّة،�استنادًا�إ­ى�
ّ
ا�باستخدام�تقنيّة�ا�عادلة�الت óق�ليس�دورانيّا.�يتمّ�حلّ�ا�سألة�عددي

ّ
دف

ّ
الت

�بال�تكامل�صيغة ه
ّ
�أن �يتبAّن .ÂÆحلول�كو�� �تعتمد �الحرجة، �وتحت �الحرجة �فوق قات

ّ
دف

ّ
�الت �من �لكلّ سبة

ّ
ن

 �فرود.)�عدد�1ع
ى�ثRثة�معامRت:�(�هذه�ا�سألة

�العقبات.�3 �زوايا (�� �للمعامRت �معيّنة �لقيم �الحلول �من �متعدّدة �عائRت Weber2�̄توجد �وي´ �عدد ( 

Froudeثة�السّابقة�R
ّ
تائج�kي�tÓايّة�هذ،�الث

ّ
  ه�الورقة.سوف�نناقش�هذه�الن

ق�كمون،�عدد�وي´¯،�توتر�سطÅيّ،�عدد�فرود.�Vكلمات�مفتاحيّة
ّ
ق�سائل�ذي�سطح�حرّ،�تدف

ّ
 تدف
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families of solutions exist for particular values of the precedent three parameters. We discuss this 

results at the end of this paper. 

Keywords: Free surface flow, potential flow, Weber number, surface tension, Froude number. 

Ø}‚¹]�Introduction 

ق�لسائل�ذي�سطح�حرّ�خRل�
ّ
دف

ّ
العقود�ا�ربعة�ا�اضيّة،�كان�هناك�اهتمام�م¡ ايد�kي�دراسة�مسائل�الت

�ا�سائل� �هذه �لحلّ حليليّة
ّ
�والت �العدديّة رق

ّ
�الط �استخدمت �محدودة. �منتظمة ¯Aغ� �حاNت �وجود مع

يّة
ّ
�الخط �الحلول �مختلفة. �وضعيات �kي ق

ّ
دف

ّ
�الت �هذا ��ثل �ا�ساسيّة �ا�A ات �ع
ى �فوق��للحصول ق

ّ
للتدف

̄�من�الباحثAن�مثل��Forbes [7] وNمب Lamb [13] بعض�العقبات�وأيضًا�تمّ�دراسة، Aدرست�من�قبل�كث

فAن�مثل�بندر.�ومع�ذلك�Binder [4]فوربس،�وعبد�ا�الك�
ّ
̄�الخطيّة�من�قبل�العديد�من�ا�ؤل Aا�سائل�غ�

رق�ا�ستعملة.
ّ
  . Abd-el-malek [1]فقد�واجهوا�بعض�الصّعوبات�kي�دراسة�تقارب�الط

سبة�للعقبات�ذات�ا�شكال�الهندسيّة�ا�عروفة�مثل�(مثلث،�مربع،�شبه�منحرف...)�لقد�
ّ
�درسأما�بالن

��لح �ع
ى ق
ّ
�تدف �ا�ثالForbes [8] �سألة �سبيل �ع
ى �الباحثAن �بعض �قبل �من ÂÆÇا�ا� �القرن قدم���،منذ

Abd-el-malek [1]̄�الجاذبيّة�و ��عقبة� Aى�دائريّة�مع�وجود�تأث
ر�السّطÅيّ،�ودرس�عبد�ا�الك�العثور�ع
ّ
وت

ّ
الت

ق�
ّ
فون�فوق�عقبة�شبه��Hanna [9]حلّ�لتدف

ّ
̄�الجاذبيّة.�وأكدّ�ا�ؤل Aثيّة�مع�تأث

ّ
ق�فوق�عقبة�مثل

ّ
مسألة�تدف

  ���.منحرفة�باستعمال�طريقة�تقطيع�السّلسة

ق�ثنائيّ�ا�بعاد�و�Nدورانيّ�لسا
ّ
̄�لزج�kي�هذه�الورقة،�نقوم�بدراسة�مسألة�تدف Ā�قابل�للضّغط�وغ Aئل�غ

�والجاذبيّة� ر�السّطÅيّ
ّ
وت

ّ
�الت �وجود �مع �منحرفتAن �شبه �عقبتAن �فوق ̄�معروف Aغ� �شكل �حرّ�ذي �سطح ذي

� �طريقة�(boundary element)ا�درجة �بواسطة �عدديّا �ا�سألة �هذه �حل �ويتمّ �الحدوديّة روط
ّ

�الش kي

 عنصر�الحدود.�

يّ̄ة.���تكامليّة-فاضليّةتصياغة�ا�سألة�ع
ى�أtÓّا�معادلة�يتمّ� ها�نحصل�ع
ى�جملة�معادNت�ج´
ّ
   وعند�حل

̄�الخطيّة�باستخدام�طريقة�نيوتن.�نقوم�بصياغة�وضعيّة�ا�سألة�kي�ا�قطع� A2يتمّ�حلّ�هذه�الجملة�غ�

� �ا�قطع �kي كامليّة
ّ
�الت �ا�عادلة �3وبتقديم �ا�قطع �kي �مفصّلة �ا�سألة �لحلّ �العدديّة ريقة

ّ
�الط �مهاوقد�،4.

فAن�مثل�فادن�بروكوقد�� Vanden-Broeck [15] �سهو 
ّ
 استعملت�من�قبل�العديد�من�ا�ؤل

.Belward [3]وبلوارد��Binder [4] بندر�،Holmes [11,12] 

 ̄ Aحظة�تأثRا�مع�مtÝعل� تائج�ا�حصّل
ّ
�الن ̄�نناقش Aي�ا�قطع�ا�خk� ّيÅر�السّط

ّ
وت

ّ
�والت ع
ى�شكل��الجاذبيّة

�ونوضّ  �الحرّ�للسّائل. �للمعامRت�السّطح �معيّنة �قيم �أجل �من �الحرّة �ا�سطح �منحنيات �برسم �ذلك ح

  السّابقة.
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íÖ`Š¹]<ífléÃ•æ< <

ق��
ّ
دف

ّ
̄�منطقة�الت �نعت´ �كما �وليس�دورانيّا. ̄�لزج�ثنائيّ�ا�بعاد Ā�قابل�للضّغط�وغ Aق�سائل�غ

ّ
̄�تدف نعت´

2
0

πγ   �محدودة�من�ا�سفل�بعائقAن�شكلهما�شبه�منحرف�معرّفAن�بالزّاويتAنγو�βحيث�>>

�� �حر'A’Mنختار�ا�حداثيّات. �بسطح �ا�ع
ى �من �محدودة �أيضا �ونعت´¯�ا�نطقة ،
2

0
πβ وانظر�>>

كل�
ّ

جاه�ا�وجب�للمحور�y ( ).1الش
ّ
جاه�الجاذبيّة�فيكون�عكس�اNت

ّ
).�أمّا�ات )yx,الدّيكارتيّة� 

اليّة
ّ
بة�ا�عرّف�بالعRقة�الت

ّ
  ليكن�مرافق�شعاع�السّرعة�ا�رك

                                                          ivu −=ω                                  (2.1) 

  حيثu وvهما�مركبتا�شعاع�السّرعة.��

ب̄�من�تيّار�منتظم�بسرعة�منتظمةU وارتفاع�ا�اء�ثابت،�هو�Hعندما�يؤول� ق�يق¡
ّ
دف

ّ
 نفرض�أنّ�الت

̄�اصطRحا�شعاع�الوحدة�للسّرعة�(وطول�الوحدة�Nرتفاع�السّائل�  tÓ�N)xايّة��إ­ى�x→∞هو.�نعت´

ر�السّطÅيّ�ع
ى�شكل�السّطح�الحرّ�للسّائل.�kي�هذه
ّ
وت

ّ
̄�الجاذبيّة�والت Aي�هذه�ا�سألة�تأثkندرس� . Hهو 

وعدد�فرود�ا�عرف�بالعRقة�
HU

T
2ρ

δ ̄�ا�عرف�بالعRقة�=  الحالة،�نعتمد�ع
ى�معاملAن�هما�عدد�وي´

gH

U
Fr =.  

ر�السّط Ù gي�الجاذبيّة�وÙρي�كثافة�السّائل.�
ّ
وت

ّ
 حيث�Å Tيّ،هو�الت

 
�،�5.1=Fr�،نAّمن�أجل��ا�عA'M' �ÂÃالسّطح�الحرّ �منحiyxz كل�=+

ّ
ل�kي�ا�ستوي 1الش

ّ
.�نمث

 

6
.

πβγ −==
 

 

ا­ي
ّ
بة�ا�عرفة�كالت

ّ
ة�الكمون�ا�رك

ّ
̄�دال )              نعت´ ) ),(,),( yxiyxyxf ψφ +=                   (2.2)  

يّار.�
ّ
ة�الت

ّ
ة�الكمون�و�ψدال

ّ
ل�دال

ّ
 حيثφتمث
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.AMي��
�التيار�السّف
ّ
�التيار�الحرّ�للسّائل�ع�'A'M،�وأيضاψ=−1ع
ى�خط

ّ
0
ى�خط=ψنختار� 

كل��
ّ

ψφ.2تظهر�kي�الش i  +=fي�ا�ستوي�kق�
ّ
دف

ّ
 منطقة�الت

ق.�
ّ
دف

ّ
ة�الكمون φ ال�ÂÉتحقق�معادلة��NبRسk0=∆φي�منطقة�الت

ّ
 ا�سألة�الرّيّاضيّاتيّة�Ùي�إيجاد�دال

 
  

.  ψφ if كل��=+
ّ

 .�ا�ستوي 2الش

�ال �شكل �ع
ى ر�السّطÅيّ
ّ
وت

ّ
�والت �تأثA¯�الجاذبيّة �برنو­ي�باعتبار�وجود �معادلة �تكتب �الحرّ�للسائل، سّطح

كل
ّ

  ع
ى�الش

                                             
( ) Cyg

p
vu =+++ ∗∗ **

*

*
22

2

1

ρ                                
(2.3) 

ا­ي��
ّ
 ليكن�قانون�NبRس�(ضغط�NبRس)�الذي�يحدّد�العRقة�بAن��*pو�p0ا�عرف�كالت

                                                
TK

R

T
pp *

0
* ==−                                     (2.4) 

هو�اNنحناء� ( the curvature) هو�نصف�قطر�اNنحناء، *�p،هو�ضغط�السّائل�p₀₀₀₀هو��
R

K
حيث�=1

اليّة�الضّغط�الجوّي.�
ّ
ا̄ت��Nبعد،�الت Aّتسمّى�ا�تغ�ÂÉا̄ت،�وال Aّلتكن�ا�تغ 

H

y
y

H

g
gHKK

U

v
v

U

u
u

**
*

**

,,,, =====                                                    

كل��k�(2.3ي�ا�عادلة�(2.4ض�ا�عادلة�(نعوّ 
ّ

ا̄ت��Nبعد،�تكتب�معادلة�برنو­ي�ع
ى�الش Aّوباستعمال�ا�تغ�( 

                                         
( )

2

1
)1(

1

2

1
2

22 =−+++ y
Fr

Kvu δ                              (2.5) 
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اليّة
ّ
روط�الحديّة�الحركيّة�معرفة�با�عادNت�الت

ّ
 الش









<<<<==

<<<<==
+∞<<<<<<<<<<∞−==

LHED

GFC

LB

uv

uv
v

φφφφφφψβ
φφφφφφψγ

φφφφφφφφφφφφφψ

,,-1    ,tan

,,-1,    ,tan
,  ,,,, -1,   ,0

B

FEHGDC

                  (2.6)
 

ا­يكا
ّ
θτلت i−ة

ّ
  نعرف�الدّال

                                                  
θτω ieivu −=−=                                       (2.7) 

كل��
ّ

كل�ζ)�3(انظر�الش
ّ

ق�kي�ا�ستوي�السّابق�(الش
ّ
دف

ّ
صف�2نقوم�بتحويل�منطقة�الت

ّ
)�إ­ى�ا�ستوي�الن

ا­ي
ّ
حويل�الت

ّ
 العلويّ�باستعمال�الت

                            
( ) ( )πψπψβαζ πφψφππ sincos ieeei if −===+= −+−−

                   (2.8) 

 

 
βαζ i+=كل��

ّ
 .�ا�ستوي 3الش

 طويلة�شعاع�السّرعة�معرفة�بالعRقة�

                                                      
τ222 evu =+                                        (2.9) 

  وأيضا�اNنحناء�KبدNلة��θمعرّف�بالعRقة�

                                                    φ
θτ

∂
∂−= eK                                        (2.10) 

اليّة�k�(2.5ي�ا�عادلة�(2.10)�و�(2.9نعوّض�(
ّ
  )،�فنحصل�ع
ى�معادلة�برنو­ي�الت

                                   
''on    

2

1
)1(

1

2

1
2

2 MAy
Fr

ee =−+
∂
∂−

φ
θδ ττ

                     (2.11) 
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ا­ي��
ّ
روط�الحديّة�الحركيّة�()،�2.7نستعمل�العRقة�(ζكالت

ّ
 )�kي�ا�ستوي 2.6تكون�الش

−∞ < 	 < 	
, 	� < 	 < 	
, 	� < 	 < 	�, 	� < 	 < �	من	أجل	�	 = �
	
 < 	 < 	�, 	� < 	 < |�|	من	أجل	�	 = �
	
 < 	 < 	�, 	� < 	 < |�|	من	أجل	�	 = �

� < 	 < 	أجل	∞+ نم ���	مجهول 	
�
��														 

(2.12)  

íflé×•^ËfljÖ]<íÖ�^Ã¹]<I<íflé×Ú^ÓfljÖ]<

� �من �ا�كوّنة �العلويّة ��ζنختار�ا�نطقة �ا�ستوي kθτي i−كامل�
ّ
�للت ÂÆكو�� �نظريّة �نطبّق �ا�سألة لحلّ

̄�بكفايّة.�نأخذ�الجزء�الحقيقيّ�لتكامل� Aة�ا�حور�الحقيقي�ونصف�الدّائرة�ذات�القطر�الكب
ّ
سبة�للدال

ّ
بالن

اليّة
ّ
  كو��ÂÆفتكون�العRقة�الت

                                             
( ) ( ) α

αα
αθ

π
ατ d

0
0

1

−
−= ∫

∞+

∞−                                  (3.1) 

روط�الحديّة�(
ّ

مĀ .�نستعمل�الش
ّ
))،�فيكون�N2.12ختصار�ال¡ ) ( )0,00 ατατ )و�= ) ( )0,αθαθ  حيث�=

كامل�(
ّ
 )3.1الت

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )


















−
+

−
+

−
+

−
+

−
+

−
+

−
+

−
+

−−=
∫∫ ∫ ∫

∫ ∫∫∫∫
∞+

∞−

α
αα

αθα
αα

αθα
αα

αθα
αα

αθ

α
αα

αθα
αα

αθα
αα

αθα
αα

αθα
αα

αθ

π
ατ

α

α

α

α α

α

α

α

α

α

α

α

α

α

dddd

ddddd

H

G

L

H L

F

D

G

F

D

C

C

B

B

0
0

0

000

00000
0

1
      

(3.2)                                

ا­ي
ّ
 بالت

( )

( ) α
αα

αθ
παα

αα
π
β

αα
αα

π
β

αα
αα

π
γ

αα
αα

π
γατ

d
H

L

F

G

D

E

B

C

0
0

0

0

0

0

0

0

0

0
0

1
ln

lnlnln

−
−

−
−

+
−
−

−
−
−

+
−
−

−=

∫
∞+

                                           (3.3) 

ψ=0)�يكون  �السّطح�الحرّ�للسّائل.�باستعمال�العRقة�( 
ّ
 )�(kي�حالة2.8هذه�ا�عادلة�معرفة�ع
ى�خط

                                              
0

0, πφπφ αα −− == ee                                        (3.4)  

  

 



������������������Z�[	��\9D�7�9L�����Zق�?�]T��3ذ�#:���_Z�+�����������������������������������`زو���-�aو
���9א��L��c�����0د�L��9א��� �

79

+∞<<∞− φ)ي�(3.4نعوّض�k�(3.3فنجد�من�أجل�(� 
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كل3.9)�و(3.8تAن�()،�تكتب�العRق3.4باستعمال�(
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̄�-لة�تفاضليّة)�كانت�معادk3.6ي�ا�قطع�السّابق،�ا�عادلة�( Aرط�الحدّي�غ
ّ

̄�خطيّة�وهو�الش Aتكامليّة�غ
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ّ
�الط �بتقديم �ا�قطع �هذا �kي �نقوم �ا�سألة. �kي ي

ّ
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فAن�
ّ
ريقة�العديد�من�ا�ؤل

ّ
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�)� �(ℜ).4.2العRقة �ا�عادلة �أنّ �من د
ّ

�نتأك .3.6� �الحقيقيّ �للمجال �تقسيم �كلّ �منصفات �تحقق ( 
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1 II
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θθθ += ),1,...,(.��حيث+ NII =θ��NمجهوNى�جملة�م
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 عند�تثبيت�قيم�للمعاملAنFrو�δنحلّ�الجملة�السّابقة�باستعمال�طريقة�نيوتن.��

íÖ`Š¹]<Ùç×u<í�Î^ßÚ<<

ريقة�العدديّة�ا�فصلة�kي
ّ
ا�قطع�السّابق�لتعيAن�حلول�ا�سألة�من�أجل�كلّ�القيم�ا�مكنة��نستعمل�الط

12.0,401 ومختلف�قيم�الزّوايا�γو�β.�للمعامRت�عدد� =∆=Nنحدّد�كلّ�الحلول�من�أجل�القيم��.δ�

�̄  فرود�Frوعدد�وي´

ر�
ّ
وت

ّ
�والت �تأثA¯�الجاذبيّة �بتصغA¯�خطوة�∆ وتكبA¯�العدد�Nعرفة �نقوم �أحسن، �نتائج �ع
ى للحصول

قسيم�
ّ
Åيّ�ع
ى�شكل�السّطح�الحرّ�للسّائل�نقوم�برسم�منح�ÂÃالسّطح�الحرّ�للسائل�من�أجل�قيم�السّطالت

كلAن��βا�عامRت�السّابقة�ع
ى�شكل�السّطح�الحرّ�للسّائل.�
ّ

كل�5و�4ونوضّح�ذلك�بأمثلة،�انظر�الش
ّ

.�الش

̄�الزّاويّة��6 Aن�تأثAيبδو�Fr� 

 

 
كل�

ّ
 .�منحنيات�ا�سطح�الحرّة�من�أجل4الش

�. ̄�ومن�أ جل�مختلف�قيم�عدد�وي´ و�  δ
6

πγβ −== 2.1=Fr
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كل�

ّ
�.�منحنيات�ا�سطح�الحرّة�من�أجل5الش  

�. ومن�أجل�مختلف�قيم�عدد�فرود�� و�  

 

. ومن�أجل�مختلف�قيم�عدد�فرود�  و  كل� 
ّ

جل.�منحنيات�ا�سطح�الحرّة�من�أ6الش  

 

Fr
4

πγβ −== 2=δ

Fr
4

πγβ −== 2=δ



������������������Z�[	��\9D�7�9L�����Zق�?�]T��3ذ�#:���_Z�+�����������������������������������`زو���-�aو
���9א��L��c�����0د�L��9א��� �

83

���Äq]†¹]�   : References 

[1] M. B. Abd-el-Malek,  S. N. Hanna and M. T. Kamel, (1991)  Approximate solution of gravity flow from a 

uniform channel over triangular bottom for large Froude number. Appl. Math. Modelling. 15,  25-32. 

[2] G. K. Batchelor, (1967)�An introduction to fluid dynamics, Cambridge University Press,. 

[3] S. R. Belward, (1999) Fully non-linear flow over successive obstacles: hydraulic fall and supercritical flows, 

J. Austral. Math. Soc. Ser. B. (1999) 40, 447-458. 

 [4] B. J. Binder, F. Dias and J. M. Vanden-Broeck, (2006) Steady free-surface flow past an uneven channel 

bottom. Theor. Comput. Fluid. Dyn. 20, 125–144. 

[5] G. Birkhoff and E.H. Zarantonello, (1957)�Jet, Wakes and Cavities, Academic Press Inc., New York,. 

[6] F. Dias and J. M. Vanden-Broeck, (1989) Open channel flow with submerged obstructions. J. Fluid. Mech. 

206, 155-170. 

[7] L. K. Forbes and L. W. Schwartz, (1982) Free-surface flow over a semi-circular obstruction in a channel. J. 

Fluid. Mech. 114, 299-314. 

[8] L. K. Forbes, (1983)�Free-surface flow over a semi-circular obstruction, including the influence of gravity 

and surface tension. J. Fluid. Mech. 127, 283-297. 

[9] S. N. Hanna, M. N. Abdel-Malek and M. B. Abd-el-Malek, (1996) super-critical free-surface flow over a 

trapezoidal obstacle. J. Comput. Appl. Math. 66,  279-291. 

[10] S. N. Hanna, (1994) Influence of surface tension on free surface flow over a polygonal and curved 

obstruction, J. Comput. Appl. Math. 51, 357-374. 

[11] R. J. Holmes, G. C. Hoking, L. K. Forbes and N. Y. Baillard, Waveless, (2013) Sub-critical flow past 

symmetric bottom topography, Euro. J. Appl. Math. 24, 213-230. 

[12] R. J. Holmes and G. C. Hoking, (2017) A note on waveless sub-critical flow past symmetric bottom 

topography, Euro. J. Appl. Math. 28, 562-575. 

 [13] H. Lamb, (1957)�Hydrodynamics, 6th ed. Dover, New York,. 

[14] A. Merzougui and A. Laiadi, (2014) Free surface flow over a triangular depression, TWMS J. App. Eng. 

Math. 4(1), 67-73. 

[15] J. M. Vanden-Broeck, (2010)�Gravity-capillary free surface flows, New York: Cambridge University Press,




