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Résumé:

Ce travail porte sur I'analyse du comportement miécemna la flexion d’une plagque sandwiche rectarnigrilsimplement appuyée sur les

quatre cotés en matériaux a gradient de propr{Et8M), soumise a un chargement statique transvessthéorie d’ordre élevé est utilisée

dans ce travail, Les modeéles développés sont i@riallement cohérente, ont une forte similitudecala théorie classique des plaques
dans de nombreux aspects, ne nécessitent pas reéetimor au facteur de cisaillement, et donne liadea variations des contraintes de
cisaillement transversales telles que le cisaillgntieansversal varie paraboliquement a traveraibspur de cisaillement et satisfait les
conditions de surface sans les contraintes. Onosgpgue les propriétés matérielles de la plaque Elvigent sans interruption a travers
I'épaisseur, selon la fraction volumique du matérianstitutif suivant une fonction de loi de puissa Les équations d'équilibre sont
obtenues en appliquant le principe des travawuelst Les expressions mathématiques de la fledse,contraintes normales et

tangentielles sont obtenues en utilisant I'appratd&lavier pour résoudre le systéme des équatiégsitibre. L'influence de chargement

mécanique et le changement du paramétre du matriacomportement mécanique de la plaque FGM psésenté, la validation de la

présente théorie est étudiée par comparaison &etred résultats issus des théories d'ordre éiawe la littérature. Nous pouvons dire
que la théorie proposée est précis et simple aidésde comportement statique des plaques sandsvesh&GM.

Mots-clés: Matériaux a gradient variable, Plague sandwicheatiement et déformation, théories d'ordre éleayon de Navier.

Abstract:

This work focuses on the analysis of the mechariebhvior in bending of a rectangular sandwichepsinply supported on all four sides
in gradient materials properties (FGM), subjectttransverse static loading. The high-order thé®nysed in this work, the developed
patterns are consistent variationally, have a gtmilarity to the classical theory of plates ilmmy respects, require no shear correction
factor, and gives rise to changes transverse stiezases such that the transverse shear varidsopeadly across the thickness shear and
surface conditions satisfied without constraintss ssumed that the material properties of th&F®&te change continuously across the
thickness, according to the volume fraction of thaterial following a power law function. The egoiium equations are obtained by
applying the principle of virtual work. The mathetinal expressions of the arrow, normal and tangéstresses are obtained using the
approach for solving the Navier system of equilibriequations. The influence of mechanical loadind ehanging the setting of the
mechanical behavior of the material on the FGMeplatshown, the validation of this theory is stadie comparison with other results
from the high-order theories in the literature. & say that the proposed theory is accurate anplesito solve the static behavior of
sandwich plates with FGM.

Keywords: Materials with variable gradient, sandwich plate, asttear deformation theories high-order solutioriNaivier.
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a Gradient Variable type FGM

1. Introduction:

Ces dernieres années, les matériaux a gradient de
propriétés (Functionally Graded Materials, FGM) ont
attiré l'attention considérable dans des nombrelses
applications dans I'ingénierie. Les matériaux agmat de
propriétés (FGM), un type de matériaux composites
produit en changeant sans interruption les frastida
volume dans la direction d'épaisseur pour obtemprofil

bien déterminé, ces types de matériaux, ont suscité
beaucoup d'attention récemment en raison des @emta
de diminuer la disparité dans les propriétés neliés et

de réduire les contraintes résiduelles thermigdéslle
concept de "Matériaux a Gradient de propriétés'téa é
développé dans le laboratoire national d'aérodpdtia
Japon en 1984 par M. Nino et ses collegues a Sendai
L'idée est de réaliser des matériaux utilisés comme
barriere thermique dans les structures spatialetest
réacteurs a fusion [2]. Les FGM peuvent étre éidipour

les enduitss de

différentes applications, telles que

barrieres thermiques pour les moteurs en céramique,
turbines a gaz, couches minces optiques, etc ... [3].
Certains inconvénients des théories classiquepldgaes

du

changement de propriétés matériel aux interfactre &%

composites  multicouches, résultant brusque

couches adjacentes ont été surmontés, tels que la
concentration des contraintes résiduelles, délamina
fissuration de la matrice. Par conséquent, cetiitgoae

des plagues FGM peuvent étre plus stable que desids
classiques des plaques composites multicouches
généralement appliquée avec succés dans diverses
industries. Ainsi le développement de méthodologies
théoriques et la modélisation numérique pour ls®be
cette classe des plagues FGM a attiré une attention

considérable des chercheurs [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10].

Dans ce papier, une théorie raffinée de déformatien

cisaillement impliquant seulement quatre variables,

contrairement aux théories du premier ordre [3] ou
d’'ordre élevé de cing variables [6, 7, 8, 9] edispntée
pour lanalyse des plagues sandwiches reposant
simplement sur quatre appuis [10]. La nouveautéeatie
théorie est qu'elle n'exige pas de facteur de ctore de
cisaillement, et elle satisfait la nullit¢é des cairites de
cisaillement aux surfaces supérieure et inferiadeela
plaque. Elle a une grande similarit¢ avec la theéori
classique des plaques CPT dans certains aspectgutel

les équations d’équilibre et les conditions auxtbm

2. Théorie raffinée des plaques sandwiches FGM
2.1 Configuration géométrique

Considérons le cas dune plaque sandwiche
rectangulaire en FGM, d’épaisseur uniforme compasée
trois couches hétérogenes rapportée a un systeéme d
coordonnées cartésiennes (X, y, z) comme montré en

figure 1. Les faces supérieure et inférieure seenit a

z=xh/2, et les cotés de la plaque sont paralléles aux
axes x et y. La plaque sandwiche est composéeoie tr
couches élastiques, nommées, “Couche 1", “Coughe

et “Couche 3” de la face inférieure a celle supére de

la plague. Les coordonnées verticales de la face
inférieure, les deux interfaces, et la face supégiesont
dénotes pam, =-h/2, h,, hg, h,=h/2,

respectivement.

: |
b — =

Figure 1: Géométrie d’'une plaque sandwiche

rectangulaire FGM en coordonnées cartésiennes.

Le rapport d’épaisseur dans chaque couche du baawn

est dénoté brievement par les combinaisons de trois
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chiffres “1-0-1", “2-1-2" comme il est montréen k
: : ve [ 27N O[hg, h
figure 2, deux types (a) et (b) sont considérés damte “hih | zU[hsz, h,] (1c)
3Ny
présente étude : _ . .
R Type (b):structure sandwiche a coeur P- FGM et a peaux
Type (a): faces externes en FGM et coeur homogene . _ )
. homogenes. La fraction volumique dans les P-FGM est
Type (b): faces externes homogenes et coceur en FGM ] ) _ ) o
assurée par une loi de puissance suivant I'épaisseu

v =o, zO[hy, h,] (2a)
z-h “
¥ V(Z):[—ZJ . z0O[hy, hy] (2b)
h3_h2
v =1 z0[hg,h,] (2c)

Ou v, (n=123) dénote la fonction du fraction

volumique de la coucha; k est l'indice de la fraction

' ! volumique O<k<+w), qui indique la variation

; ' : = matérielle a travers I'épaisseur. Les propriétégnelles
by effectives, tel que le module de YouRg et le coefficient
by

Layer) de Poissow, peuvent étre exprimés par la loi des

. - L . e mélanges [Marur 1999] [11] comme
Figure 2: variation matérielle suivant I'épaisseur de la

plague sandwiche: (a) peaux en FGM et coeur homogene

(b) peaux homogeéne et caeur en FGM. P () = P, +(Pl —P )V ® 3)
2.2. Propriétés matérielles:
Les propriétés du FGM varient continuellemen Ou P™ est la propriété matérielle effective du FGM de
changeant la fraction volumique des matériaux siile la couchen . Pour le type (a)P; et P, sont les propriétés

direction de I'épaisseur. Une fonction de loi déspance des faces supérieure et inférieure de la couche 1,

est utilisée couramment pour décrire cette vamatie respectivement, et de méme pour la couche 3 dépenda

propriétés matérielle. Les structures sandwicheM FG , , ")
de la fraction volumique "V, (n = 1,23). Pour type B,

sont composées de deux types de lois de puissance

. , . . ) ; P, etP, sont les propriétés des couches 3 et 1,
mentionnés précédemment et qui sont discutés comme

Suit. respectivement.

Ces deux types de plaques sandwiches FGM seront
Type (a):structure sandwiche a peaux P- FGM et & coeur discutés ci aprés dans les sections suivantes. Deites
étude, on suppose que le coefficient de poisson est

constant [Delale 1983] [12].

homogéne. La fraction volumique dans les P-FGM est

assurée par une loi de puissance suivant I'épaisseu

k
VO = ( hz _ hﬁlj , zO[h,h,] (1a) 2.3. Hypothéses de base
2 Les hypotheses de la présente théorfanéaf des

V@ =1, z[h,, hy] (1b) plaques sont les suivantes :
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- Les déplacements sont petits par rapport a I'épaiss
de la plaque et, en conséquence les déformatiams so
infinitésimales.

- Le deux

déplacement transverseW contient

composantes de flexiom,, et de cisaillememn,.

Ces composantes sont en fonction des coordonnées x

ety.
W (X Y,2) =W, (X, y) +Ws (X, Y) (4)

- La contrainte normale transversale o, est

négligeable devant les autres contraintes plamgs
eta,.

— Les déplacements dans la direction x éf dans la
direction y sont définis par superposition des
déplacements dus aux effets d’extension, de flexion

et de cisaillement.

U=u+u, +U,, V=v+y,+vg (5)

Les composantes de flexion, et v, sont supposeées les

méme déplacements donnés par la théorie classiemie d

plaques. Donc, les expressions pay et v, peuvent
étre donné comme
oWy,

U, =-z——~,

x (6a)

V, =-z——

A partir de l'état de déplacement de composantes
etvise dérivent les composantes de déformgtign
¥y, qui varient paraboliquement a travers I'épaisseuiad

plaque, tout en assurant la condition de nulligs d

contraintes de cisaillemenf,, 7,, aux surfaces

inférieure et supérieure de la plaque. Par consggles

expressions poutu, et v, peuvent étre donné comme:

1. 5 (z\|ow,
ug=|-z--2—-| |—,
4 3 \h 0X
1. 5 (z\*|ow,
Ve =|Sz-=27 =
4 3 \h oy

(6b)

2.4. Equations cinématique et constitutive
En se basant, sur les hypothéses de laosect
précédente, le champ de déplacement peut étrawobte

utilisant les équations de 4 a 6 comme:

ow, 1 5(z)\ |ow
U((xyz)= Y)—z—L2+ 7 =-Z = .
(x¥.2) = ulxy) -2 0x 2{4 S[h] } 0x

(@)

ow, 1 5(z) |ow
V(xy2z)= Y) — btz ——-=| = .
(% y,2) = V(X,Y) Zay ZL 3(hj}ay

W (% y,2) = w, (X, y) + W (X Y)

Le champ de déformations se déduit des déplademen

de I'équation 7 soit

e, =€)+ zk) + f kg
— 0 b s
e, =&, +zk, + f kj
- b
yxy - y)?y + kay + f kxsy (8)
Ve =09V,
Ve = 9V
e, =0
Ou:
0 ou b 62Wb s 62WS
Ex=—, ky=- , kg =- , 9a
X7 ax X aXZ X 6x2 (9a)
2
o U OV e o p0Wy (9b)
Yoy ox Y axay
2 2
g =20 K=t =T (e
oy ay ay
32w ow ow
S _ S, S - S, S - S gd
Xy axay yyz ay Vxz ox ( )

Revue « Nature & Technologie ». A- Sciences fondantales et Engineering, n° 12/ Janvier 2015. Pa@dsa 44



28 Calcul des Déplacements et des Contraintes de Qitament pour les Plaques Sandwiches
a Gradient Variable type FGM

2 2
1,5z 5 z
f=-=z+—-2—|, g=—-§5 — %e
4 3(hj g 4 S[hj (%)

Pour les FGM élastiques et isotropes, les relation
constitutives peuvent étre écrites comme:
o] [Qu Qn 0 |[&
0,:=|Q2 Qxp 0 & (10a)
Tw| | O 0 Qe ||Vxy
T _ 0
{ yz} - Q44 :Hyyz} (10b)
rzx L 0 Q55 yzx
Ou (ax’ U'y, Txyi Ty21 Tyx) et (gx’ gy’ yxy! yy21

Yyx) sont les composantes de contraintes et de

déformations, respectivement. Utilisant les prdgsé

matérielles définies en équation 3, les coeffidede

rigidite Q;; , peuvent étre exprimeés comme :

E(2)
Q11 =Qy = 1,2

E(2)

Ai+v)’

Q44 =Qs5 = Qg6 = (11)

2.5. Equations gouvernantes

Les équations gouvernantes d’équilibre peruétre
exprimées en utilisant le principe des déplacements
virtuels. le principe des travaux virtuels pourmpcebléme
s'écrit :

hjzj.g [UX5 £, +t0 06, +1,0), +1,0),+1,,0 sz]dQ dz-
2

-h/

- |, aowdo =0
(12)

Ou Q est la surface supérieure.

Substituant les équations 7, 8 et 10 dans l'équdibet

par intégration a travers

'épaisseur de la plaque,

I'équation 12 peut étre réécrite comme :

L[NXJaS+NyJa§+N €2, +MESKE +MOSKD +MB,SkE, +MSSkS
+M§5k§+M§yakiy+sizay§z+sizay;z]on— [ o, +aw)d0=0
(13)

Ou les efforts résultantd , M , etS sont définies par

h/2
(NX,Ny,NXy): crx,ay,rxy)dz
-h/2
h/2
(MS,M?,MEy)= o,.0 rxy)zdz
9

XZ’ (TXZ’ yz gdZ
2

Substituant ['équation 10 dans I'équation 14,elésrts

résultants sont donnés comme

N A B B%]|[e
MPl=| B D DS|{kP!, (15a)
MS BS DS HS kS
ss| [as, o
sz _O A55 yiz
t b b b bt
N ={NO Ny N M ={me e vt
t
me={msmsms ) (162)
e={e2,62, 0%}, K ={kb K5, k8, ),
kS ={k$ k3K, ) (16b)

All A12 0
0 0 Ag

Revue « Nature & Technologie ». A- Sciences fondantales et Engineering, n° 12/ Janvier 2015. Pa@dsa 44



Calcul des Déplaceme et des Contraintes de Cisaillement pour les &jues Sandwiches 29
a Gradient Variable type FGM

B11 BlZ 0
B=|By By 0|, (16¢)
| 0 0 B
_Dll D12 0
| 0 0 Dg
B15;1 BlsZ 0
BS=|B3 By O |,
0 0 Bg
D D, 0
D*=|D, D3 O |, (16d)
0 0 Dg
Hii Hp 0
H®=|Hy H3 0
0 0 Hgg
OuA;, Bj, etc., sont les rigidités de la plaque, définies
par
3 My
(6B QEFRH Z_ﬂl 2% 4,8 Qdz, (,i=129
T,
1 5 L
a?=—fa,-+?51, f.i=129
qs qj u ’ (;J 212@ (17)
1 5 25
iJSZI6 j_ﬁl:ij-'-gq ij 1 ( 1_126)

(4.0, Zﬂlffqdz f.i=4

n—lh1
AS 7D] IJ’ (1]-:43

J16JG12

Les équations gouvernantes peuvent étre dérivarta p
de [I'équation 13 par intégration des gradients de
déplacements par partie et mettant les coeffici@nts
dv, Owy, et dwg égal a zéro séparément. Ainsi, on
peut obtenir les équations d'équilibre associéesc da

présente RPT pour la plague sandwiche FGM

oN
ou: Ny, My _ =0
ox oy
ON,, ON
ov: —2+—Y =0
ox oy
azMg aZMb aZMb (18)
ow, : Y +q=0
ox? 6>@y ay”
S 62M§+26 M§y+6 M§+aS§Z+6S§Z+q=0
o oy g X oy

Substituant I'équation 15 dans I'équation 18, nous

[L{e}={f}, (19)

ou{a} ={uv,w,,w}', {f}={00,0,q}' est le vecteur
des forces généralisées, [dzl] est la matrice symétrique
d’opérateurs différentiels,
L1y = Agy + Ageda,
L1z = (Asz + Age) daa,
Liz= _Blldlll_(Blz + 2866)d1221
L4 ==Brydi11~|Br> +2Bgs 2o,

Loo = Apfda, + Agethy,
Ly = _Bzzdzzz - (BlZ + 2866)d1121

(20)

Los ==B3,0,5,—|Brs +2Bgg Jd; 1,
Las = Dyy0i111+ 2Dy +2Dgg)d1125+ D2oln0n
L34 = Df1d1111+ 2(D]_Sz + 2Dgﬁb1122+ D§2d2222’

Lgg =Hidiig+ 2(H 2+2H gs)dnzz*' H 500000 = Ay — Af ).

Auqueld; , dj , et dy, sont les opérateurs

différentiels suivants:

B L
Vo axox; " ax;ox;0x,
a4 .
dy, =—————, (,j,l,m=12). 21
ijlm aXianaX|aXm ( J l:) ( )

2.6. Solutions analytiques pour plaques sandwiches
FGM
Les plaques sandwiches sont généralemanséds

en accordance avec le type de support utiliséndeis
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nous sommes intéressés aux solutions analytiques de oy U, V, Wy, et Ws sont des paramétres qui se

'équation 19 pour une plague sandwiche FGM
simplement appuyée. Les conditions aux limites
suivantes sont imposées aux borts de la plaque.

ow, ow.
v(0,y) =w, (0, Y) =W, (0. y) =Wb ©y)= ays

Oy =0
(22a)

ow, aw,

V@ y) =wy (@, y) =ws(a y)=Wb(a,y)=Ws(a y)=0

(22b)

N,(0,y)=M7(©0,y)=M:(0,y)=N,(ay) =
MP(a,y)=M3(ay)=0

(22¢)
u(x.0) = wy (x,0) =w, (0 =20 (x,0) = Ms (x 0) =0
0X 0X
(22d)
_ _ _owy, _ 9w _
u(x,b) =wy (x,b) =wg(x,b) = PV (x,b) = x (x,b)=0
(22e)

N, (x,00 =M (x,00=M (x,00= N,(x,b)=
M 2 (x,b) =M (x,b)=0
(22f)
Pour résoudre ce probléme, Navier a présenté Ige for

extérieure pour le cas d'une charge sinusoidalano® :
a(x,y) =dg sin(A x) sin(w y) , (23)

OuAd=nla et u=rmlb, et q, représente l'intensité de
la charge au centre de la plaque.

En solution de Navier, nous assumons la forme de
solution suivante pour §,v,w,,w.) qui doivent

satisfaire aux conditions imposées,

u Ucos(/l x)sin(u y)
V| _ \75in(/] X)cos(u y)
wy [ |Wo sin(d x)sin( y)
We| W ssin(d x)sin( y)

(24)

déterminant a partir des conditions de I'équatioh 2
satisfaisantes a I'équation de base 19. D'ou onenbt

I'équation d’opérateur suivante:
[kfa}={F} 25§

Ou {A} et {F} sont des vectrices colonnes
py=fo.v.w, w.}

{F}" ={0.0.90.4,}. (26)

[K]= Q1 Ay Apz Ay 7)

Avec:
Ay = ApA® +Agelt®; a3, = A p(Ary + Age)
ay3 = ~A[B11A° +(Byy +2Bgg) 4°]
ayy = —A[BHA° + (B, +2Bg) 1
8y = AgeA” + Agolt”;
853 = ~H[(B1, +2Bgs) A® + B,ppu’] (28)
854 = ~HI(B, +2B&) A +B3,u°] ;
833 = Dy3A* +2(Dy, +2Dg6) A% + Doyt
8y, = DAY +2(Dg, +2D5s)A° u? + D3, p
ayy = HPA* + 2H 5 + 2HE)AP 7 +H 5" + ASA® + Ao
3. Résultats numériques et discussion

Dans cette étude, I'analyse statique deuptagGM
simplement appuyées par la théorie raffinée degupl
est effectuée pour discussion. Les solutions panalyse
des équations de Navier en flexion des plaques BGM
présentées par la résolution de I'équation 25.alyan

statique est réalisée pour deux combinaisons dal raét

de céramique. La premiére série des matériaux ishess
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en aluminium et d'alumina. La deuxiéme combinaiden
matériaux se composait d'aluminium et de zirconiues

propriétés du matériau sont les suivantes:

- Céramique (R Zircon, ZrQ): E. =151GPa;
- Céramique (P Alumina, ALO3): E, =380GPa;
- Metal (B: Aluminium, Al): E,, =70 GPa;

Les résultats numériques sont présentés en termés d
déflexion et de contraintes non dimensionnelless Le
variations des paramétres non dimensionnels gisét

Deflexion centraW : i — 10hE, W(E'Ej : (29)
ga® 22
Contrainte axialeg: 5, = 10N Jx(a,b,hj, (30)
ga® 222
Contrainte de cisaillement, :. 7, = N sz(o,tz),o)
(31)

E, = XGPa. Il est suppose que la plaque soit constituée

de l'aluminium — zircon FGM. Nous prenons aussi le
facteur de correction de cisaillemeiit=5/6 en FSDPT.

Afin de prouver la validité de la théorie actuelles
résultats ont été obtenus pour les plaques pleineme
FGM et comparés avec ceux déja existants dans la
littérature (Zenkour 2006 [13], Matsunaga 2009 ]14]
Pour la vérification, les résultats obtenus poarglaques
sandwiches FGM utilisant la présente RPT sont coéspa
avec d'autres théories existantes dans la litieraéls que
CPT, FSDPT, et
cisaillement des plaques d'ordre supérieur (HSDIE)
que: TSDPT [15] et la théorie de la déformation de

les théories de déformation de

cisaillement sinusoidale SSDPT [13] comme indigaésd

le tableau 1.

Le tableau 2 présente les déflexions et les conéwi
d’'une plaque carrée FGM avec (a/h=10) pour diffiaen
valeursk de la loi de puissance. On peut voir que les
résultats obtenus en utilisant la présente RPT sont
identiques a ceux de Zenkour [Zenkour 2006]. Léetab

3 présente la déflexion

centrale et la contrainte

transversale de cisaillement de la plaque carrée

simplement appuyée FGM. Les résultats sont comparés

avec ceux de la théorie d'ordre supérieur de Matsa

2D [Matsunaga 2009]. On peut voir que les résultats
concordent bien avec ceux rapportés par Matsuriatja [

Les résultats numériques de la plaque carrée singpie
appuyée en loi de puissance de type (a) sont mgsse
dans les tableaux 4, 5 et 6. Ces tableaux monigeceas

du cceur rigide homogene dans lequel les modules de
Young de la couche 1 sot =151GPa(P1, zircons) a la

Em =70GPa(P2, aluminium) a

la face inférieure. Les résultats sont considémts g=0,

face supérieure et

1, 2, 5 et 10 et pour différents types de plaques
sandwiches. On peut voir que les résultats obteraus
TSDPT et la présente RPT sont identiques.

Le tableau 4 montre que l'effet de déformation de
cisaillement porte une augmentation de la déflexlan
difference entre les théories de déformation de
cisaillement est négligeable pour les plaques mmtiént

en céramique (k=0). Il est a noter que la conteamtiale

en CPT est identique avec celle en FSDPT ettableau

5 n'a pas de résultats de la CPT. La différentece
plusieurs types de plaques sandwiches est négligeab
pour les plaques entierement en céramique (k= Q). L
contrainte axiale est trés sensible a la variatiek. Le
tableau 6 indique que les contraintes de cisailleme
transverse selon FSDPT peuvent étre incomparalkss
celles obtenues par les autres théories. La diféérentre
plusieurs types de plaques sandwichs est négliggethir

les plaques entierement en céramique (k=0). Lesuvsl
des contraintes de cisaillement diminuent lorsgue
diminue pour les plaques FGM avec cceur rigide et
homogeéne.

En général, les plaques entierement en céramiqueedo

la plus petite des fleches et des contraintes shglleiment

et la plus grande des contraintes axiales. Comme
I'exposant de la fraction volumique augmente pag |
plagues FGM, la déflexion, la contrainte axiale l&t
contrainte de cisaillement augmentent. Bien que ces

résultats diminuent lorsque I'épaisseur du ccear, p
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rapport a I'épaisseur totale de la plaque, augmg&ntéait,

la plague FGM non —symétrique (2-2-1) posseddua p
petite des contraintes axiales.

Les comparaisons des déflexions maximales sontésnn
dans le tableau 7 pour plaque sandwich FGM avea cceu
rigide et homogéne et avec divers indices de letifra
volumique. On peut observer que les résultats olstear

la présente RPT sont identiques a ceux de TSDRT. E
outre, la déflexion sera diminuée lorsque le rappaib)

augmente.
Les déflexions centrales dues a la flexiows] et de

cisaillement (vs) ont été calculées, puis additionnées

Tableau 1: Hypothéses cinématiques

pour obtenir les déflexions totale@(). Ces résultats sont
présentés dans le Tableau 8 pour les plaques daBks
en loi de puissance de type (a) avec homogénéitalur

souple dans lequel le module de Young de la coliodmst

E,, =70 GPa (P, aluminium) a la face supérieure et

E. =151 GPa (P,, zircon) a la face inférieure. Le

niveau d'erreur augmente avec la diminution du a&pp
a/h. Ainsi, l'effet de cisaillement est plus pronormar
les faibles rapports a/h. Les résultats soulignent
également la grande influence jouée par les indiecka
fraction volumique k sur les déflexions analysées.

pour différentes tleéate plaques

Theories Hypothéses de déplacements tri dimensiorlae
ow
U (X ¥,2) = u(x, y)—za—x,
CPT ow
V (X, y,z):v(x,y)—za—, (32)
y
W (X Y, 2) =w(X,Y).
U(x ¥,2) =u(x, y)+z@ (X, Y),
FSDPT  v(x y.2)=v(x, y) + 20, (x.y). (33)
W (X V¥, 2) =w(X,Yy).
&2 aw
ux yZ)=L(x,y)+2¢&(x,y)-(¢L +],
TSDPT ae" o
2w
MX ¥2=UX, y)+2¢9(xy)—312(¢9+0yJ (34
W(X y,2) =w(X,y).
ow h . (mz
U(x MZ)=U(><,y)—z+S"E]¢&(x,y),
SSDPT & 7 \h
V% ¥ =Wx Y25 +%sir{”{]a,(x, 9 (35
W(X Y, 2) =w(X,Yy).

Tableau 2: Comparaison des déflexions et les contraintesdimensionnels dans les plaques FGM
(All Al ,03) soumises a une charge sinusoidale.

k wW Ex T xz
SSDPT[13] Présente| SSDPT [13] Présente SSDPT [13] Présente
Théorie Théorie Théorie
Céramique 0.2960 0.2961 1.9955 1.9943 0.2462 0.238¢
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© 00 NO Ol b WDN P

[N
o

Metal

0.5889
0.7573
0.8377
0.8819
0.9118
0.9356
0.9562
0.9750
0.9925
1.0089
1.6070

0.5890
0.7573
0.8375
0.8816
0.9112
0.9352
0.9557
0.9743
0.9922
1.0085
1.6074

3.0870
3.6094
3.8742
4.0693
4.2488
4.4244
4.5971
4.7661
4.9303
5.0890
1.9955

3.0850
3.6067
3.8709
4.0655
4.2447
4.4201
4.5928
4.7619
4.9261
5.0849
1.9943

0.2462
0.2265
0.2107
0.2029
0.2017
0.2041
0.2081
0.2124
0.2164
0.2198
0.2462

0.2386
0.2186
0.2024
0.1944
0.1930
0.1954
0.1994
0.2037
0.2078
0.2114
0.2386

Tableau 3: Comparaison des déflexions et les contraintessdgllement transverse non dimensionnel

dans les plaques FGM (Al/ &);) soumises a une charge sinusoidale.

alh K W Ty
Matsunaga [14] Présente Théorie Matsunaga [14] seté Théorie
0 0.2098 0.2146 0.1186 0.1190
0.5 0.3179 0.3235 0.1209 0.1217
5 1 0.4139 0.4180 0.1184 0.1190
4 0.6511 0.6506 0.1076 0.0969
10 0.7624 0.7672 0.1078 0.1053
0 0.2943 0.2961 0.2383 0.2385
0.5 0.4504 0.4537 0.2431 0.2439
10 1 0.5875 0.5890 0.2383 0.2385
4 0.8823 0.8816 0.2175 0.1943
10 0.1007 1.0085 0.2167 0.2113

Tableau 4: Comparaisons de la déflexion non dimensionnélleles plaques sandwiches carrées

FGM en loi de puissance simplement appuyées duetres théoriesalh=10).

k Théories W
1-0-1 2-1-2 1-1-1 2-2-1 1-2-1
Présente 0.19606 0.19606 0.19606 0.19606 0.19606
SSDPT 0.19605 0.19605 0.19605 0.19605 0.19605
0 TSDPT 0.19606 0.19606 0.19606 0.19606 0.19606
FSDPT 0.19607 0.19607 0.19607 0.19607 0.19607
CPT 0.18560 0.18560 0.18560 0.18560 0.18560
Présente 0.32358 0.30631 0.29199 0.28085 0.27094
SSDPT 0.32349 0.30624 0.29194 0.28082 0.27093
1 TSDPT 0.32358 0.30632 0.29199 0.28085 0.27094
FSDPT 0.32484 0.30750 0.29301 0.28168 0.27167
CPT 0.31054 0.29417 0.28026 0.26920 0.25958
Présente 0.37334 0.35231 0.33288 0.31616 0.30263
SSDPT 0.37319 0.35218 0.33280 0.31611 0.30260
2 TSDPT 0.37335 0.35231 0.33289 0.31617 0.3026B8
FSDPT 0.37514 0.35408 0.33441 0.31738 0.30370
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CPT 0.35885 0.33942 0.32067 0.30405 0.2909p
Présente 0.40927 0.39182 0.37144 0.34960 0.33480
SSDPT 0.40905 0.39160 0.37128 0.34950 0.33474
° TSDPT 0.40927 0.39183 0.37145 0.34960 0.3348D
FSDPT 0.41120 0.39418 0.37356 0.35123 0.3363]1
CPT 0.39227 0.37789 0.35865 0.33693 0.32288B
Présente 0.41772 0.40407 0.38551 0.36212 0.34823
SSDPT 0.41750 0.40376 0.38490 0.34916 0.34119
10 TSDPT 0.41772 0.40407 0.38551 0.36215 0.34824
FSDPT 0.41919 0.40657 0.38787 0.36395 0.34996
CPT 0.39876 0.38941 0.37236 0.34915 0.3361P

Tableau 5: Comparaisons de la contrainte axiale non dineem&lle ox des plaques sandwiches carrées

FGM en loi de puissance simplement appuyées daetres théoriesalh=5).

k Theories Ex
1-0-1 2-1-2 1-1-1 2-2-1 1-2-1
Présente 2.04985 2.04985 2.04985 2.04985 2.04985
SSDPT 2.05452 2.05452 2.05452 2.05452 2.05452
0 TSDPT 2.04985 2.04985 2.04985 2.04985 2.0498b
FSDPT 1.97576 1.97576 1.97576 1.97576 1.97576
Présente 1.57923 1.49587 1.42617 1.32062 1.32309
SSDPT 1.58204 1.49859 1.42892 1.32342 1.32590
1 TSDPT 1.57923 1.49587 1.42617 1.32062 1.32309
FSDPT 1.53245 1.45167 1.38303 1.27749 1.28096
Présente 1.82167 1.72144 1.62748 1.47095 1.47988
SSDPT 1.82450 1.72412 1.63025 1.47387 1.48283
2 TSDPT 1.82167 1.72144 1.62748 1.47095 1.47988
FSDPT 1.77085 1.67496 1.58242 1.42528 1.43580
Présente 1.99272 1.91302 1.81580 1.61181 1.63814
SSDPT 1.99567 1.91547 1.81838 1.61477 1.64106
5 TSDPT 1.99272 1.91302 1.81580 1.61181 1.63814
FSDPT 1.93576 1.86479 1.76988 1.56401 1.59309
Présente 2.03036 1.97126 1.88377 1.66480 1.70383
SSDPT 2.03360 1.97313 1.88147 1.61979 1.64851
10 TSDPT 2.03036 1.97126 1.88376 1.66660 1.7041)7
FSDPT 1.96780 1.92165 1.83754 1.61645 1.65844

Tableau 6: Comparaisons de la contrainte de cisaillemeamsiverse non dimensionneltex,
des plaques sandwiches carrées FGM en loi de pgsssimplement appuyées avec d’'autres théaibsg).

k Theories ;XZ
1-0-1 2-1-2 1-1-1 2-2-1 1-2-1
Présente 0.23857 0.23857 0.23857 0.23857 0.238%7
SSDPT 0.24618 0.24618 0.24618 0.24618 0.24618
0 TSDPT 0.23857 0.23857 0.23857 0.23857 0.2385[7
FSDPT 0.19099 0.19099 0.19099 0.19099 0.19099
Présente 0.29202 0.27104 0.26116 0.25950 0.25258
SSDPT 0.29907 0.27774 0.26809 0.26680 0.26004
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1 TSDPT 0.29203 0.27104 0.26117 0.25951 0.25258
FSDPT 0.26099 0.24316 0.23257 0.22762 0.22057
Présente 0.32622 0.28838 0.27187 0.26939 0.258383
SSDPT 0.33285 0.29422 0.27807 0.27627 0.26543

2 TSDPT 0.32622 0.28838 0.27188 0.26939 0.2583¢%
FSDPT 0.29731 0.26752 0.25077 0.24316 0.23257
Présente 0.38634 0.31454 0.28642 0.28265 0.26512
SSDPT 0.39370 0.31930 0.29150 0.28895 0.27153

5 TSDPT 0.38634 0.31454 0.28643 0.28265 0.2651p
FSDPT 0.34538 0.29731 0.27206 0.26099 0.24596
Présente 0.43206 0.33242 0.29566 0.29083 0.26894
SSDPT 0.44147 0.33644 0.29529 0.29671 0.27676

10 TSDPT 0.43206 0.33242 0.29566 0.29080 0.26895
FSDPT 0.37277 0.31316 0.28299 0.26998 0.25257

Tableau 7 Effet du rapport (a/b ) sur la déflexion non dimsionnelle des plaques sandwiches
FGM (a/h=10 etk = 2).

Schéma

Theories

w
a/b=1/3 a/b=0.5 a/b=1 a/b=1.5 a/b=2

Présente 1.18877 0.94185 0.37335 0.14481 0.06321

SSDPT 1.18849 0.94160 0.37319 0.14472 0.06315

1-0-1 TSDPT 1.18877 0.94186 0.37335 0.14481 0.06321
FSDPT 1.19200 0.94473 0.37514 0.14592 0.06393

CPT 1.16267 0.91865 0.35885 0.13590 0.0574p
Présente 1.12293 0.88954 0.35231 0.13647 0.05946

SSDPT 1.12269 0.88933 0.35218 0.13639 0.05941

2-1-2 TSDPT 1.12293 0.88955 0.35231 0.13647 0.05946
FSDPT 1.12611 0.89237 0.35408 0.13756 0.06017

CPT 1.09971 0.86891 0.33942 0.12854 0.0543[L
Présente 1.06096 0.84046 0.33288 0.12895 0.05619

SSDPT 1.06080 0.84032 0.33280 0.12890 0.05615

111 TSDPT 1.06096 0.84046 0.33289 0.12895 0.05619
FSDPT 1.06369 0.84289 0.33441 0.12989 0.05680

CPT 1.03895 0.82090 0.32067 0.12144 0.0513[L
Présente 1.00694 0.79776 0.31617 0.12260 0.05349

SSDPT 1.00683 0.79767 0.31611 0.12256 0.05347

2-2-1 TSDPT 1.00694 0.79776 0.31617 0.12260 0.05349
FSDPT 1.00911 0.79969 0.31738 0.12334 0.05398

CPT 0.98512 0.77837 0.30405 0.11514 0.04865
Présente 0.96371 0.76353 0.30263 0.11737 0.05192

SSDPT 0.96366 0.76348 0.30260 0.11735 0.05121

1-2-1 TSDPT 0.96371 0.76353 0.30263 0.11737 0.0512p
FSDPT 0.96563 0.76524 0.30370 0.10803 0.05165

CPT 0.94269 0.74484 0.29095 0.11018 0.04655
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Tableau 8 déflexion non dimensionnelle des plagues sandsgiciarrées FGM avec effet de cisaillement

al/h k 2-1-2
W Wh W erreurs%
0 0.02220 0.01601 0.03821 58.10
2 2 0.01632 0.00790 0.02422 67.38
5 0.01462 0.00755 0.02217 65.94
0 0.02251 0.10009 0.12261 18.36
5 2 0.01663 0.05042 0.06705 24.80
5 0.01488 0.04764 0.06252 23.80
0 0.02256 0.40037 0.42293 5.33
10 2 0.02022 0.16675 0.18697 10.81
5 0.01493 0.19078 0.20571 7.26
0 0.02258 40.03733 40.05991 0.0564
100 2 0.01669 20.24568 20.26237 0.0824
5 0.01494 19.08683 19.10177 0.0782

Les chiffres de 3 a 8 présentent quelques résultats
numériques des plagques carrées FGM simplement
appuyées en loi de puissance de type (a) en utlisa
présente RPT. Les figures 3 & 5 Considérent ledcas

ceeur rigide et homogéne dans lequel le module dmyo

de la couche 1 edt, =151 GPa (P,, zircon) a la face

supérieure etE, =70GPa (P,, aluminium) a la face

inférieure. Les figures 6 et 8 examinent le cascdeur

souple et homogéne dans lequel le module de Yoarg d

couche 1 estE, =70 GPa (P,, aluminium) a la face

supérieure etE, =151GPa (P,, zircone) a la face

inférieure.

La figure 3 montre la variation de la déflexion wale en
différents tymkes

plagues symétriques FGM a caeur rigide et homodéme.

fonction des rapports a / h pour

déflexion de la plaque métallique est plus grangeaglle
de la plaque en céramique de la plus petite granties
déflexions des plaques sandwiches FGM augmentent
quand a/h=5 . Toutes les plaques avec des propriétés
intermédiaires subissent des valeurs intermédiaires
correspondantes de la déflexion au centre. Cegrésu
parce que la plaque métallique est moins rigide aglie

en céramique.

La figure 4 contient les courbes de variation de la
contrainte axiale a travers I'épaisseur de la Eaanec
ceeur rigide et homogéne et pour k= 0, 1 et 2. Sous
l'application de la charge sinusoidale, les conteai sont

de traction a la surface supérieure et de comjumessia
surface inférieure. Pour la plaque en céramiquedggéme

(k= 0) on obtient le maximum de compression (tcatti

de contraintes a la surface inférieure (supérie@e)sont

les surfaces riches en métaux pour les plaques HBGM

1 et 2). Notez que pour les différents exposantdade
fraction volumique choisis, la plaque correspondank=

2 donne le maximum de compression (traction) de
contraintes a la face inférieure (supérieure) adeoliche 2
(cceur) (Figure 4a et 4c). Ce sont les surfaceesi@n
céramique dans lesquelles I'expérience sur lesupagn
céramique montre le minimum de contraintes deitmact
ou de compression. La contrainte axiale pourldgye

en matériau pur (céramique) varie linéairement sdan
I'épaisseur. Cependant, la variation de cette amrér

n'est pas linéaire pour plaque FGM.

Dans la figure 5 nous avons tracé la contrainte de
cisaillement transversg ,, a travers I'épaisseur de la
plaque avec Cceur rigide et homogéne et pour k%®1 e
la valeur maximale se produit a un point sur lenpla

médian de la plaque et son amplitude pour les pk&qu
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FGM est plus grande que celle d’'une plaque en dram

homogeéne ( k=0).

La figure 6 montre la variation de la déflexion ale en
fonction des rapports a/h pour différents typepldgues
symétriques FGM a coeur souple et homogene dansllequ
le module de Young de la couche 1 est Em= 70GPa (P1
aluminium) a la face supérieure et Ec=151 GPa (P2,

zircone) a la face inférieure. Contrairement au das
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cceur rigide et homogene, il peut étre observé que lps
plaques FGM a cceur souple et homogene, la déflexion
transversale diminue lorsque l'indice de loi desgance
est augmenté. Toutes les plaques avec des prapriété
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correspondantes de la déflexion centrale. Cecpestu

parce que la plaque en céramique est plus rigidecqlle
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Figure 3 : déflexion centrale non dimensionnel@() en fonction du rapport entre dimension et I'épair (a/h) de la

plaque sandwiche FGM (type a) avec coeur rigid®etdgene pour différents et de types des plaques sandwiches FGM.
(@) (1-2-1). (b) (1-1-1). (c) (2-1-2). (d) (119-
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Figure 4 : Variation de la contrainte normalg(() a travers I'épaisseur de la plaque sandwiche K3 a) avec Ceeur
rigide et homogene pour différents valeurskdet types de plaques sandwiches FGM asée=(0).(a) (1-2-1). (b) (1-1-
1). (c) (2-1-2). (d) (1-0-1)
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Figure 5: Variation de la contrainte de cisaillement traerse (;xz) a travers I'épaisseur de la plaque sandwiche K3
a) avec homogénéité du cceur rigide pour différealisurs dek et types des plaques sandwiches FGM aafi=10). (a)
(1-2-1). (b) (1-1-1).(c) (2-1-2) .(d) (1-0-1).

La figure 7 montre les distributions de la contraiaxiale matériau pur (métal) varie linéairement dans |'sgir.
O« atravers I'épaisseur d’une plague sandwiche RGM Cependant, la variation de cette contrainte n'est p
coeur souple et homogéne et pour k= 0, let 2. Les linéaire pourles plaques FGM.

contraintes sont de traction a la surface supérietirde Les tracés de la contrainte de cisaillemert a travers
compression a la surface inférieure. La plaque liigita I'épaisseur de la plague sandwiche FGM a coeur scetpl
homogéne (k=0) donne le maximum des contraintes de homogéne sont présentés dans la figure 8. La valeur
compression (traction) a la face inférieure (supég). La maximale se produit a un point sur le plan médianad
plaque métallique homogene (k=0) donne le minimem d plague et son amplitude pour la plague métalliqgue
contraintes de compression (traction) a la facériefre homogeéne (k=0) est plus grande que celle de lauplaq

(supérieure). La contrainte axiale pour la plaque e FGM.
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Figure 6: déflexion centrale non dimensionnel@() en fonction du rapport entre dimension et I'épais (a/h) de la
plague sandwiche FGM (type a) avec Cceur sougilerabgéene pour différents valeurs kleet de types des plaques
sandwiches FGM(a) (1-2-1) . (b) (1-1-1). (c) (2-1-2) . (d) (1-0-1) .

Revue « Nature & Technologie ». A- Sciences fondantales et Engineering, n° 12/ Janvier 2015. Pa@dsa 44



Calcul des Déplaceme et des Contraintes de Cisaillement pour les &jues Sandwiches 41
a Gradient Variable type FGM

o
<@ =
E £ ‘
: _ :
@ 14 " & 2 11 ./
@ / / 2 " /
£ A £ o
5 | =] o
@ /I © 0
o 0 Q@
< - /:/ < N %
3 /67 E |
£ a- " £ 44 v —8— k=0 (metal)
g n —B— =0 (metal) g / —o—k=1
5 S
(&) @]

3

- — T T T T T T T T -3 — T T T T T T T T — T T T
(a) 05 04 -03 02 01 00 01 02 03 04 05 (b) 05 04 03 062 01 00 01 02 03 04 05
zh zh

Contrainte axiale adimensionnelle
o
\
\
Contrainte axiale adimensionnelle
. , °

s T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
(C)-O,S 04 03 02 01 00 01 02 03 04 05 (d)‘015 04 03 02 01 00 01 02 03 04 05

Figure 7 : Variation de la contrainte normala(() a travers I'épaisseur de la plaque sandwiche Kgpe a) avec Ceeur
souple et homogene pour différents valeurkdet types de plaques sandwiches FGM aaée=(0).(a) (1-2-1). (b) (1-1-
1). (c) (2-1-2). (d) (1-0-1) .
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Figure 8: Variation de la contrainte de cisaillement traerse (;xz) a travers I'épaisseur de la plaque sandwiche K3

a) avec homogénéité du caeur souple pour différateuirs dek et types des plaques sandwiches FGM azén=10). (a)
(1-2-1). (b) (1-1-1).(c) (2-1-2) .(d) (1-0-1)

En utilisant la présente RPT que nous présentons lda

figures 9 a 11 la déflexion central/ , la contrainte

axiale ox et la contrainte de cisaillement transverse

de la plaque sandwiche (1-4-1) du type (b) (cceur en

FGM) avec k= 1, 2, 5.P,

P, sont affectées aux

propriétés de I'aluminium et de la zircone respentent.

Dans ce cas, le cceur en FGM est riche d’'une partétal

a la face supérieure et de l'autre part en céraenila

face inférieure.

La figure 9 montre la variation de la déflexion tate
pour différents indicek en fonction des rapports a/h. Les
déflexions de la plaque FGM est entre celles dddque
en céramique et en métal.

Comme il est exposé dans la figure 10, les corigsin
axiales, sont de compression a travers la plagsguja
presquez = -006 et puis ils deviennent de traction. La
contrainte de compression (traction) maximale eyt

a un point a la surface inférieure (supérieureladaaque
FGM.
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Figure 9: déflexions non dimensionnell& au centre de

la plaque sandwiche carrée (1-4-1) avec Cceur en.FGM
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N /
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—a— k=l
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Figure 10 contraintes axiales non dimensionnelies
de la plaque sandwiche carrée (1-4-1) avec ccebGam
et (a/h=10).

La figure 11 représente les distributions des eamies de

cisaillement 7, & travers I'épaisseur de la plaque
sandwiche FGM carrée. Contrairement a la plaqugpte

(a), la distribution de la contrainte de cisailleTh@'est

pas symétrique dans le cas de la plaque sandwitypde
(b) (cceur en FGM).
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Figure 11: contraintes de cisaillement transverse non

dimensionnelleg x, de la plaque sandwiche carrée

(1-4-1) avec cceur en FGM et (a/h=10).

4. Conclusion

Une théorie raffinée a deux variables estdiie a la
réponse statique de flexion de plaques rectangslan
sandwiche FGM. Le nombre de variables primairessdan
cette théorie est encore inférieur & celles desrighe de
déformation de cisaillement des plaques du prereter
d'ordre supérieur. Ainsi, contrairement a touteresu
théorie, la théorie présentée donne lieu a seulequaire
équations régissant résultant de l'effort de calcul
nettement inférieur par rapport aux autres théatieire
supérieur rapportées dans la littérature ayans ple
nombre d'équations gouvernantes. Dans cette thgoue
la distribution parabolique des déformations de
cisaillement transverse a travers I'épaisseur Begies, et

satisfaite aux conditions de nullité de la conteinde

Revue « Nature & Technologie ». A- Sciences fondantales et Engineering, n° 12/ Janvier 2015. Pa@dsa 44



44 Calcul des Déplacements et des Contraintes de

Gigament pour les Plaques Sandwiches

a Gradient Variable type FGM

traction sur les surfaces de la plaque, sans l'diele
facteurs de correction de cisaillement. La préoisai
l'efficacité de la présente théorie ont été déndmstipour

les comportements de flexion de plaques sandwiches
FGM simplement appuyées. Les plaques sandwiches en
loi de puissance avec peaux FGM et cceur homogene e
les plagues sandwiches avec peaux homogéenes et coeur
FGM sont La

déflexion,

considérées comme fondamentales.
la contrainte axiale et les contraintds
cisaillement prédites par la théorie actuelle (Gt
inconnues) et TSDPT (cing inconnues) sont idensque
En conclusion, on peut dire que la théorie propassie
non seulement précis, mais aussi efficace pourinerées
déflexions et les contraintes dans les plaguesvsahds
en FGM.
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