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Résume

Nous démontrons dans ce papier que, pour des multifonctions localement Lipschitziennes, les
solutions des inégalités variationnelles multivoques mixtes peuvent étre obtenues en utilisant le
principe de contraction de Banach. Nous montrons également comment choisir un parametre de
régularisation pour pouvoir calculer ces solutions.

Expressions et mots clés : Inégalité variationnelle multivoque mixte,
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Abstract

We prove in this paper that for locally Lipschitzian multivalued mappings, the solutions of
multivalued mixed variational inequalities can be obtained by using the Banach contraction
principle. Also, we show how to choose regularization parameters to compute these solutions.

Key words and phrases : Multivalued mixed variational inequality, convexity, sub-differentiability,
monotony, Lipschitzian, fixed point.
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1 Introduction

Les inégalités variationnelles sont apparues comme une extention des principes variationnels et
constituent une branche des mathématiques appliquées ayant de diverses applications.

En effet, et comme le montre de nombreux travaux, la théorie des inégalités variationnelles fournit un
moyen simple et efficace et une méthode naturelle et commune pour I'étude des problémes linéaires et non
linéaires qui apparaissent en mécanique des fluides, en élasticité et en océanographie.

D'autre part, cette théorie offre aussi un puissant outil pour I'étude des problemes d'équilibre que l'on
rencontre en économie et réseaux de transport, optimisation, recherche opérationnelle, physique, et sciences de
I'ingénieur ; voir, par exemple, [10, 11, 18, 19, 22, 23] et les références qui s'y trouvent.

Les méthodes basées sur la théorie du point fixe pour la résolution des inégalités variationnelles ont été
largement utilisées par plusieurs auteurs (voir, par exemple, [5, 6, 7, 10, 13, 14, 16, 26, 27]) et plusieurs
algorithmes ont été produits pour approcher les solutions.

Inspirés par plusieurs récents travaux, nous mettons en ce uvre, dans ce document, des techniques des

inégalités variationnelles, utilisées notamment dans [5] et [7], pour étudier certains types d'inégalités
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variationnelles multivoques mixtes. Nous développons et adaptons quelques outils de la théorie du point fixe des
multifonctions localement Lipschitziennes par rapport a la distance de Hausdorff pour construire des suites
convergentes en utilisant le principe de contraction de Banach. Nous construisons des algorithmes convergeants
pour approcher l'unique point fixe d'une certaine multifonction construite a cet effet et nous démontrons
I'existence et l'unicité de la solution des inégalités variationnelles multivoques mixtes définies par des
multifonctions localement Lipschitziennes et fortement monotones ou des fonctions sous-différentiables
fortement convexes.

Et afin de rendre ce document plus accessible, nous faisons des rappels, en donnant des démonstrations
courtes et directes, de plusieurs résultats d'analyse multivoque et d'analyse convexe extraits et adaptés au besoin

de notre travail.

2 Notions et résultats préliminaires

Soit C un convexe fermé non vide de R” et soit F: R™ — 2&" une multifonction telle que dom(F)
contienne C et F(x) soit fermé, convexe et non vide, pour tout x € C. On suppose que ¢: C — R est une fonction
propre, convexe et sous-différentiable sur C.

On considére le probléme d'inegalité variationnelle multivoque mixte suivant : Trouver x* € C tel que

Aw*eFx"), (Wy—x)+ol)—ex)=0 Vyec. Q)
Ce probléme a déja éte considére par plusieurs auteurs (voir [5, 6, 7, 10, 19, 25]). On appelle habituellement F

I'opérateur de codt et C I'ensemble des contraintes.

Comme exemple, on considere le modéle d'équilibre oligopolistique ou il y a n firmes en compétition
pour la vente d'un bien sur un marché unique. On suppose que le prix p; de chaque firme i € I = {1,---,n} est
une fonction de la quantité totale produite. Chaque firme i est caractérisée par un codt de production c;(x;) qui

dépend de sa propre production x;. Supposons que le profit de chaque firme i est donné par
n

filxg, o, %) = x;p; (Z xl-) —c(x) Vi=1,-,n

i=1
On note par U; lI'ensemble stratégie de la firme i et on pose U = U; X --- X U,, I'ensemble stratégie du modéle.
Un équilibre de Cournot-Nash est un vecteur x* = (x7, -+, x;,) qui satisfait
fiOxd, X, Vi Xy %) < filx™) Vy; €U Vi=1,-,n.

A l'équilibre, aucune firme ne peut augmenter son profit, une fois fixées les quantités produites par les firmes
concurrentes.

On peut consulter [19, 21, 22] pour voir que le probléme de trouver le point d'équilibre de Cournot-
Nash peut étre, sous certaines conditions, formulé comme un probléme d'inégalité variationnelle multivoque

mixte (1).

Pour I'étude du probléme d'inégalité variationnelle multivoque mixte (1), nous allons maintenant
commencer par donner quelques notions et résultats d'analyse multivoque et d'analyse convexe qui sont

fondamentaux pour la suite de ce document.



Tout au long de ce document, {.,.) désignera le produit scalaire Euclidien sur R™ et |..|l sa norme

associée.

Soit ¢: R™ - R U {40} une fonction. Rappelons que le domaine de ¢ est
dom (o) o {x € R"|p(x) < +oo}.
La fonction ¢ est dite propre si dom(¢) = @.
Soit C une partie convexe non vide de R", c'est-a-dire :

Ax+(1—-DyeC Vx,yeCVie][01].

Remarque 2.1.
Si ¢ est définie sur C seulement, on prolonge alors, si nécessaire, la fonction ¢ a R™ en posant
p(x) =+ Vx € R™\C.
Ce prolongement permet d'étendre toutes les notions d'analyse convexe qui vont suivre dans ce document a des
fonctions définies sur C seulement.

On suppose désormais que C < dom(¢).

Définition 2.2.

La fonction ¢ est dite :

« Convexe sur C si

Vx,y € C,v1 € [0,1]
pAx+ (1 =Dy) <1p(x) + (1 - Do ().
Si l'inégalité ci-dessus est stricte dés que x = y, alors la fonction ¢ est dite strictement convexe.

« Fortement convexe de module n > 0 ou simplement n-fortement convexe si

Vx,y € C,v1 € [0,1]
oAx+ (1A =Dy) <)+ (1 — Do) — %/1(1 —Dnlx—yl2

Il est clair que toute fonction n-fortement convexe est strictement convexe et que toute fonction

strictement convexe est convexe. La réciproque est évidemment fausse en général.

Définition 2.3.

La fonction ¢ est dite :

« Semi-continue inférieurement en un point x € C si pour toute suite (x,,),, ona

lim x, = x = liminfe(x,) = @(x)
n—+oo n—+oo

ou liminfy, 10, (%) = suppeninfizn® ().

+ Semi-continue inférieurement sur C si elle est semi-continue inférieurement en tout point de C.

Le résultat suivant, qui est fondamental pour la suite du document, est une adaptation d'un résultat classique



d'optimisation (voir [2]).

Théoréme 2.4.
Soit € un convexe, fermé et non vide de R™ et soit f une fonction de C dans E. Considérons le
probléme d'optimisation suivant :
mipf G
1. Si f est strictement convexe sur C, alors ce probléme d'optimisation admet au plus une seule solution.
2. Si f est semi-continue inférieurement et n-fortement convexe sur C, alors le probléme

d'optimisation admet une unique solution.

Démonstration :

L'unicité : Supposons que I'on ait x; = x; tels que

f(xg) = f(x7) = minf (x).
x€eC
Onay=%x5+%x1* € C et
— 1 * 1 * 1 * 1 *Y .
FO) = £ (56 + 5% < 3 FCR) + 5 £0xd) = minf ().

Ceci est évidemment impossible. D'ou x5 = x;.

L'existence : Soit (x,,), une suite dans C telle que

im f(x) = inffCx).

Cette suite existe toujours grace a la propriété de la borne inférieure et est appelée suite minimisante.

En utilisant la n-forte convexité de f, on a

1 1
gn%—%mzzQua—gg@ﬁ+50wm—ggwﬂ

ce qui prouve que (x,), est de Cauchy et donc convergente vers x*. Comme
inff(x) = lim f(x,) = liminff (x,) = f(x*)
X€EC n—+oo n—-+oo
et comme x* € C, alors f(x*) = infyecf(x) = min,e.f (x).
Nous allons maintenant faire un rappel de quelques notions d'analyse multivoque qui seront utilisées
tout au long de ce document. Nous reviendrons vers d'autres notions d'analyse convexe, et notamment celle de la

sous-différentiabilité, apres avoir introduit la notion de multifonction.

Soit M une partie non vide de R" et soit F: R" — 2R" une multifonction de R™ dans R™ telle que

M € dom(F) < {x € R"|F(x) = 0}.

Définition 2.5.
La multifonction F est dite :
» Monotone sur M si
Vx,,Xx, € M,Yw; € F(x,),Vw, € F(x,)
(W —wy,x; —x,) = 0.
Si l'inégalité ci-dessus est stricte dés que x; = x5, alors la multifonction F est dite strictement monotone.

* Fortement monotone de module § > 0 ou simplement S-fortement monotone sur M si



Vxq, X, € M,Yw; € F(x;),Vw, € F(x,)

Wy —wp,x; —x) 2 B Il xg — x5 ”2

Il est clair que toute multifonction S-fortement monotone est strictement monotone et que toute multifonction
strictement monotone est monotone. La réciproque est évidemment fausse en général.
Définition 2.6.
Soit ¢: R™ —» R U {40} une fonction convexe.
* On appelle sous-gradient de ¢ en x, € dom(¢) l'ensemble
09(x0) < {2 € Rp(x) — p(xo) = (2,x —x) Vx ER™,

* La fonction ¢ est dite sous-différentiable en x, si d¢p(x,) = .
Il est connu que l'opérateur sous-différentiel x — dp(x) d'une fonction convexe ¢ définit une multifonction
monotone et que d¢(x) est un fermé convexe, pour tout x € dom(¢).
On peut consulter [24] pour voir qu'une fonction sous-différentiable ¢ est strictement convexe (resp.,
B-fortement convexe) si et seulement si d¢ est strictement monotone (resp., f-fortement monotone).
(voir [13, 22] et les références qui s'y trouvent). Le résultat suivant, qui est fondamental, concerne I'unicité de la
solution de I'inégalité variationnelle multivoque mixte (1). L'existence sera traitée plus loin dans ce document.
Théoréme 2.7.
Supposons que I'une des deux conditions suivantes soit vérifiée :
1. La mutifonction F est strictement monotone sur C.
2. La multifonction F est monotone et ¢ est strictement convexe sur C

Alors le probleme d'inégalité variationnelle multivoque mixte (1) admet au plus une seule solution.

Démonstration :
Supposons que x; et x; soient deux solutions du probléme d'inégalité variationnelle multivoque mixte
).
Soit w; € F(x7) tel que
(Wi, x —x7)+ o) —@p(x;) =0 VvxEC.
Ce qui signifie que —w; € dp(x7) ; et en remplacant x par x;, on obtient
(wy,x3 —x1) + @(x3) — @(x1) 2 0.
Soit w, € F(x;) tel que
Wy, x —x3)+o(x) —p(x3) =0 Vxe€eC.
Ce qui signifie que —w, € d¢@(x5) ; et en remplagant x par x;, on obtient
(Wa, x1 — x3) + @ (x7) — @(x3) = 0.
Aprés addition, on obtient

Wy —wy,x1 —x3) < 0.



1. Supposons que F soit strictement monotone. Alors, si x; = x5, on obtient

(Wy —wy, x7 —x3) > 0.

Ceci est impossible compte tenu du fait que (w; — w,, x; — x3) < 0. D'ol x; = x3.

2. Supposons maintenant que F soit monotone et que ¢ soit strictement convexe. Par la monotonie de F,

ona
(W; —wy,x7 —x3) = 0.

D'autre part, comme ¢ est strictement convexe, alors d¢ est strictement monotone et donc, si x; = x;, on obtient

(—wy + wy, x7 —x3) > 0.

Ceci est contradictoire. D'ou x; = x3.

Pour I'étude de I'existence des solutions du probléme d'inégalité variationnelle multivoque mixte (1),
nous avons besoin d'introduire des notions relatives a la continuité des multifonctions.

Soient A et B deux parties fermés non vides de R™. Rappelons que la distance de Hausdorff d entre A
et B est donnée par

4,4, B) < max{d(A, B), d(B, A))

0t d(4,B) < supyesinfyeg Il a— b et d(B,4) = suppeginfyes Il @ —b I

Cette distance peut évidemment prendre la valeur 4-co ; voir [9] pour d'amples informations.

Soit M une partie non vide de R” et soit F: R™ — 28" une multifonction de R dans R" telle que
M < dom(F).

Définition 2.8.

La multifonction F est dite :

» Fermée en x si pour toutes suites (x,), et (), On a

lim x, = x,
n-+oo
nlirfwyn =y, =y € F(x).

y?'l € F(xn): Vn

» Fermée sur M si elle est fermée en tout point de M.

« Semi-continue supérieurement en x si pour tout ouvert G contenant F(x), il existe un ouvert U contenant
x tel que F(x") € G, pour tout x' € U.

« Semi-continue supérieurement sur M si elle est semi-continue supérieurement en tout point de M.
« Lipschitzienne de rapport L > 0 ou tout simplement L-Lipschitzienne sur M si
dy(FCO), FX))<Lllx—x' Il Vx,x €M.
En particulier,
- F est dite L-contraction sur M si L < 1.

- F est dite nonexpansive sur M si L = 1.

Remarque 2.9.

* Une multifonction est semi-continue supérieurement en x si et seulement si F est continue de R™



vers I'ensemble des parties fermées de R™ muni de la topologie supérieure de Vietoris (voir [3] et [4]).
* Si F est fermée en x, alors F(x) est fermé.
« Si F est semi-continue supérieurement en x et si F(x) est fermé, alors F est fermée en x.
« Si F est fermée et localement bornée en x, c'est-a-dire il existe un ouvert U contenant x tel que
F(x") soit borné, pour tout x" € U, alors F est semi-
continue supérieurement en x.
3 Formulations et points fixe
Le théoreme suivant va nous permettre de construire une multifonction qui va servir pour la résolution
de l'inégalité variationnelle multivoque mixte (1).
Théoreme 3.1.
Soit G une matrice carré d'ordre n a coefficients dans |, symétrique et définie positive. Soient x et w
deux points tels que x € dom(F) etw € F(x).

1. Le probléme d'optimisation

ryneig{%(y—x,G(y—X))+(W,y—x)+90(y)} O]

admet une unique solution. On note cette solution par h(x, w).
2. Un point h € C est une solution du probleme (2) si et seulement s'il existe z € d@(h) tel que k

veérifie I'inégalité variationnelle multivoque

w+Gh—-x)+zy—h)=0 VyecC. ?3)
Démonstration :
Posons f;: C — R, la fonction définie par
fe:y H%(y—x,G(y—x» +(w,y —x) + o).
Puisque, pour tous y et z dans C, on a
2y =x6z-x) =y -6 -0))+{(z-x6z-x)—(y—2G6{y - 2)

et comme, pour tous y et z dans C et pour tout A € [0,1], ona
Ay+A-Dz—x,6y+ (1 —-Dz—x))

alors, pour tous y et z dans C et pour tout 1 € [0,1],0ona
A+ A -Dz—x,6Aly+ (1 -1z —x))
=My -6 -—x))+ A -D(z—x,6z—-x)—AA - )y -zl —2))

Ceci prouve, en utilisant la convexité de ¢, que la fonction f;; est fortement convexe sur C.
De plus, comme la fonction ¢ est sous-différentiable sur C, alors la fonction f; est sous-différentiable

sur C et donc semi-continue inférieurement sur C (voir [20]). C'est-a-dire, pour toute suite (x,),, dans C, on a

lim x, = x = liminff; (x,,) = f; (x).
n-+o n-+oo

Comme C est convexe fermé, alors, en appliquant le théoréeme 2.4, le probleme d'optimisation (2) admet une



unigue solution.

Pour démontrer 2., rappelons que, d'apres la régle de Fermat généralisée (voir [8] ou [17, Proposition
2.31]), h € C est une solution du probléme (2) si et seulement si
0 €dfs(h) + Nc(h)
oUN(h) ={z€ R"|(z,y —h) <0 Vye(C}estlecdnenormalacC enh.
En appliquant les propriétés calculatoires des sous-différentielles (voir [12, Proposition~5.6]), nous
avons
Af;(h) =G(h—x) +w+ dp(h).
Alors, h est une solution du probléme d'optimisation (2) si et seulement s'il existe z € d@(h) et z' € N;(h) tels
que
Gh—-x)+w+z+2z =0.
Et puisque
(-z,y—h)=0 Vyec,
alors h est une solution du probléme d'optmisation (2) si et seulement si
w+Gth—-—x)+2z,y—h)=0 Vye€eC,
pour un certain z € dp(h).
On peut également démontrer la réciproque de la fagon suivante. Supposons que h € C Vérifie, pour un
certain z € dp(h),
w+Gh—x)+2zy—h)=0 VyecC.
Comme

(w,y —x) = (w,h—x) = (w,y—h) Vy€C,

o) —ph) =(z,y—h) VyecC
et

260 =0,y —x) =5 (G — k=)
= %(G(y —h,y—h)+(G(h—x),y —h) =(G(h —x),y — h)
car G est une matrice symétrique définie positive, alors
%(G(y —x),y —x)+{w,y —x) + 9(y)
Zé(G(h—x),h—x) +{w,h—x)+¢(h) Vy€eC.

Ce qui signifie que h est une solution du probléme d'optimisation (2).

D'aprés le théoréme 3, nous allons pouvoir associer a chaque couple (x,w) avec x € dom(F) et
w € F(x) un unique point h(x, w) qui est I'unique solution du probléme d'optimisation (2).

Nous construisons ainsi une multifonction H: R™ — 2R" définie par
H(x) = {{h(x, w)|w € F(x)} si x € dom(F),
) sinon.

De la construction, ona € € dom(F) = dom(H).



Le lemme suivant caractérise les solutions de I'inégalité variationnelle multivoque mixte (1) par les

points fixes de la multifonction H.

Lemme 3.2.
Un point x* est solution du probléme d'inégalité variationnelle multivoque mixte (1) si et seulement si
x* est un point fixe de H. Plus précisément, on a que x* = h(x*,w*) € H(x") si et seulement si

wi,y—x)+e@)—ex")=0 VyecC.

Démonstration :
Si x* est une solution du probleme d'inégalité variationnelle multivoque mixte (1), soit alors w* €

F(x™) tel que

why —x )+ o) —ex) =0 Vyec.
Donc, pour touty € C,ona

Wwhy =x )+ o) =2 o).

Comme G est définie positive, on a alors

%(y —x5Gy —x))+(why —x) + o)

> %(x* —x5G(x" —x")) + (whx* —x*)+ p(x").

Comme x* € C et par l'unicité de la solution du probléme d'optimisation (2), on a alors que x* = h(x*,w*) €
H(x™).

Inversement. Supposons que x* soit un point fixe de H. C'est-a-dire, x* € H(x*). Soit alors w* € F(x*)
tel que x* = h(x*, w*). Ceci veut dire que x* est l'unique solution du probléme (3) associé a x*, w* € F(x*) et a
un certain z* € dp(x*). Il en résulte que, pour tout y € C, on a

w'+z,y—x*")=>0 VyecC.
Comme
) -k =2(z",y —x") Vye(,
alors
why—=x)+e() —ex") =0 Vyecl.

On conclut donc que x* est une solution du probléme d'inégalité variationnelle multivoque mixte (1).

Nous allons a présent commencer a chercher les points fixes de la multifonction H pour pouvoir

résoudre le probléme d'inégalité variationnelle multivoque mixte (1).

Nous restreignons désormais notre attention au cas important de la matrice symétrique et définie



positive G = al avec a > 0 et I la matrice identité d'ordre n a coefficients dans E. Dans ce cas, le probléme
d'optimisation (2) associé a x € C et w € F(x) devient
a
1’31/161?{2 ly—xl“+{w,y —x)+ ¢()’)}-

Les théorémes qui vont suivre montrent que I'on peut choisir un paramétre a pour construire, en utilisant le
principe de contraction de Banach, des suites convergentes vers l'unique point fixe de H.
Tout d'abord, nous avons besoin du lemme suivant.
Lemme 3.3.
Soit F: R™ — 2®" une multifonction. Alors, pour tous x, x' € R™ tels que F(x) soit fermé non vide et
F(x") soit fermé, convexe et non vide, et pour tout w(x) € F(x), il existe w(x") € F(x") vérifiant
Il w(x) —w(x) I< dy(F (x), F(x)).
Démonstration :
Soient x, x" et w(x) comme dans I'énoncé. Posons
w(x") = Ppiey(w(x)),
la projection orthogonale de w(x) sur F(x"). Par définition de la projection orthogonale et de la distance de
Hausdorff, on a

Twx)—wE) = inf Ilwk)—v I< sup inf v—7I
vIEF (x1) veF(x)V'EF(x!

< dy(F(x), F(x)).

Dans tout ce qui va suivre, pour x, € R" etr > 0,
B(xor) = {x € R Il x — xo lI< 7}
désignera la boule ouverte de centre x, et de rayon r.
Théoréme 3.4.
Soient r > 0 et C un convexe, fermé et non vide de R™ et soit ¢ une fonction propre, convexe et sous-

différentiable sur C. Soit F: R® — 2R" une multifonction vérifiant

1. F est g-fortement monotone sur C,
2. F est L-Lipschitzienne sur C N B(x,, 1) €t
3. F(x) est fermé, convexe et non vide, pour tout x € C N B(x,, ).
Alors, pour tous x,x" € C N B(x,,7) et tout w(x) € F(x), il existe w(x") € F(x") tel que
I (e, w(x)) = h(x', wx)) IS 6 I x —x" I

2 2
oud = /1—§+L—Zave0a>L—.
a a 2B

Démonstration :
Soient x,x' € C N B(x,y, 1), w € F(x) et w' € F(x'). Soient h(x,w) et h(x’,w") les solutions uniques
du probléme (2)
in{5 1y —x I+ w,y =)+ 0}
r;lel(l:‘l{z ly—xI Y oy



correspondant a x et w et a x’ et w' respectivement. D'apres le théoréme 3.1, soient z € 6<p(h(x, w)) et z' €
d¢p(h(x',w")) tels que
(a(h(x,w) —x)+w+2z,y—h(x,w))=0 VyecC
et
(a(h(x, W) —xN)+w +z,y—h(,w))=0 VyecC.
En remplagant y par h(x',w") dans la premiere inégalité et par h(x,w) dans la deuxieme, puis en additionnant
les deux inégalités et en divisant par «, on obtient
1 1
(X —x' - E(W - W’) - E (Z - Z’) - (h(x; W) - h(x’; W,)); h(x, W) - h(x,' W,)) = 0.
Ceci entraine que
1 1
Il h(x,w) — h(x", W) II?P< (x — x' — - w—w)— E(Z —2z"),h(x,w) — h(x',w"))
1
=(x—x - E(W —w"),h(x,w) — h(x',w"))
1
_E<Z — 2z, h(x,w) — h(x",w")).
Comme l'opérateur multivoque d¢ est monotone sur C, alors
1
E(Z — 2z h(x,w) — h(x,w)) =0
et donc, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a
1
Il R(x,w) — h(x',w") I?°< (x —x' — p w —w"), h(x,w) — h(x',w"))
1
<lx—x"— p w —=w) Il h(x,w) — h(x, W) II.
Ceci entraine que

1
Il h(x,w) — h(x",w") I2<Il x — x" — E(W —-w) 2

2 1
= x—x' IIZ—E(x—x’,w—w’)+? lw—w |2

Puisque F est L-Lipschitzienne sur C N B(x,,7) et en posant w = w(x) € F(x) et en prenant w' = w(x') €
F(x") défini comme dans le lemme 3.3, on a
Il wx) —w(x) 1< dy(F(x), F(x)) < LIl x —x"|I.
En utilisant la forte monotonie de F, on a
2 ! ! ZB !
—E(x —x wkx) —w(x)) < — Ilhx—x" 1%

Ce qui permet de dire que

I h(x, w(x)) — h(x', w(x") I°< <1 - % + %) I x —x" |12

! r Zﬂ L2 !
Ih(x,w@) = h(x,w@)) IS [1=—=+—llx=xI.
En posant § = /1—£+L—Z,ona
a a

I h(x, w(x)) = h(x, w(x)) IS Sl x —x" | Vx,x" € CNB(xy,7).

et donc

Remarque 3.5.



Il faut remarquer que sous les conditions du théoréme 3.4 ona L = B > 0 et que la fonction a - & est

. L L2 1?2 . L2 - . N 2 ;
une fonction décroissante sur ]E’E] et croissante sur [F’ +oo[. Son minimum est égal a /1 - i—z etlim ;20 =
a-—
2
L? f

2p
Nous allons maintenant remplacer la forte monotonie de F par la forte convexité de ¢, c'est-a-dire par la

lim,_,,6 = 1. Donc & € ]0,1[ dés que a >

forte monotonie de d¢.
Théoreme 3.6.
Soient > 0 et C un convexe, fermé et non vide de R™ et soit ¢ une fonction propre, sous-

différentiable et n-fortement convexe sur C. Soit F: R" — 2R" une multifonction vérifiant

1. F est monotone sur C,
2. F est L-Lipschitzienne sur C N B(x,, 1) et

3. F(x) est fermé, convexe et non vide, pour tout x € C N B(x,,1).

Alors, pour tous x,x" € C N B(x,,7) et tout w(x) € F(x), il existe w(x") € F(x") tel que

I (e, w(x)) = h(x',wx)) IS 6 I x—x" I
W Lz—n2

oud =——aveca > .
a+n 2n

Démonstration :
Soient x,x' € C N B(x,,7), w € F(x) et w' € F(x"). Soient h(x,w) et h(x’,w") obtenus comme dans
la démonstration du théoréme 3.4. Et par le méme procédé, on obtient donc que
1
Il h(x,w) — h(x", W) II?P< (x — x' — p w—w)— E(Z —2z"), h(x,w) — h(x',w"))
=(x—x' - E(W —w"),h(x,w) — h(x',w"))
1
=z =2, hCw) = h(x',w1),

pour un certain z € dg(h(x,w)) et un certain z' € dp(h(x’, w").

Comme ¢ est sous-différentiable et n-fortement convexe sur C, alors I'opérateur multivoque d¢ est n-

fortement monotone sur C, et donc
Nl h(x,w) — h(x',w") I’< (z — Z', h(x,w) — h(x',w"))
Vz € 6<p(h(x, W)), vz € ago(h(x’, w’)).
Il s'en suit alors, en utlisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, que
1
(14 2) 1 hGew) = hG, ) 1P (x = ¥ = — (w = w), h(x,w) = h(x',w)
1
- (z —Z',h(x,w) — h(x',w"))
1
+ 2 (z —Z',h(x,w) — h(x',w"))
<l x—x' —i(w —w) Il h(x,w) — (X, w') Il
et donc
n ! ! ! 1 A
(1+=) 1 AGew) = G, W) ISl x =2 == (w = w) I
a a

Ceci entraine, donc, que



2 1

n ! r 2 ’ 4 2

(1 +—) Il hCe, w) — h(x', w') I12<ll x — x' ——(w — w") ||
a a

2 1
=|| x—x' ”2—a<x—x’,W—W,)+; ” W—W’ ”2

Comme F est monotone, alors

- _ /’ ! > 0

a(x x,w—w')
et donc

2 ! ! ! 1 !
(1+2)" 1 hGw) — R, W) 120 x = ' 124 lw = w' 11
Puisque F est L-Lipschitzienne sur C N B(x,,r) et en posant w = w(x) € F(x) et en prenant w' = w(x') €
F(x") défini comme dans le lemme 3.3, 0na
I w(x) —wx) 1< dy(Fx), F(x)) <L llx—x"I.

On obtient, donc
2

(1 + g)z Il h(x,w(x)) - h(x',w(x')) 12< (1 + %) I x — "

et donc

VILZ+a?

a+n
I h(x,w()) = h(x, wx)) IS8l x—x" 1| Vx,x' € C N B(xy,7).
Remarque 3.7.

Il faut remarquer que sous les conditions du théoréme 3.6, la fonction « +— & est une fonction

En posant donc § =

,on a, alors

P L?2-n? 12 . L? .. ) N L .
rol n r ]— —] rol n r [— oo[. n minimum | _— lim _ =
décroissante su m 7 et croissante su . ,+ So u est egal a W et “*LZZ,;]Z(S

lim,_,.,6 = 1. Donc § € ]0,1[ dés que a > %
4 Algorithmes

Nous allons maintenant présenter un théoréme qui va nous permettre de construire, suivant le principe
de contraction de Banach, une suite qui converge vers l'unique solution de I'inégalité variationnelle multivoque
mixte (1) et donc vers l'unique point fixe de la multifonction H. Ce théoréme est basé sur les techniques de la

théorie du point fixe (voir [1, 15]).

Théoréme 4.1.
Soient > 0 et C un fermé, convexe et non vide de R™ contenant x, et soit ¢ une fonction propre,
convexe et sous-différentiable sur C. Soit F: R™ — 2R une multifonction fermée sur C et telle gue F(x) soit

convexe non vide, pour tout x € C N B(x,, 7). On suppose que l'une des deux conditions suivantes soit vérifiée :

1. F est p-fortement monotone sur C et L-Lipschitzienne sur C N B(x,, ). On prend dans ce cas

2 2
6= ’1—§+L—2aveca>L—.
a a 2B



2. F est monotone sur C et L-Lipschitzienne sur € N B(x,, ) et ¢ est n-fortement convexe sur C. On

[12+a2 12_p2
prend dans ce cas § = T: avec a > 2717]

Supposons, de plus, qu'il existe w, € F(x,) tel que
I h(xg, wg) —x0 I< (1 = 8)r
ou h(x,, wy) est l'unique solution du probléme d'optimisation (2)
min {% Iy = xo 12+ (wo, ¥ = %0} + p(3)}.
Alors le probléme(1) admet une unique solution x* € C. Plus précisément, il existe une suite (x,), dans
C n B(xy, 1) convergente vers x* et une suite (w,),, convergente vers w* € F(x™) telles que w,, € F(x,,),

1
I Xpi2 = Xp4r IS O g —xn I, Ny, —x™ NI 135 Il xpg1 — x5 |,

n+1

I Whppr =W ISL il Xpyqg — x5 I et lw, —w? IS Lllxg —xll,

1-6
pour tout n € N.

Démonstration :
Posons x; = h(xy, w,). On adonc
I x; —x 1< (1 =6)r.
Nous allons construire les deux suites (x,), et (w,), Vérifiant les propriétés ci-dessus. Le premier pas de
récurrence étant semblable au pas d'ordre n, supposons alors que I'on ait déja construit (xy)r<ns1 € Widi<n-
D'aprés le lemme 3.3, soit w(x,,41) € F(x,+1) tel que
I w(xngr) =Wy IS L xpyq — x5 .
D'apreés le théoréeme 3.4 ou le théoréme 3.6, et en posant wy, .1 = W(Xp41) et Xp42 = h(X 41, Whet), 0N A

I Xpi2 — Xpe1 IS 61 Xppq — x5 .

Pour démontrer que x,., € C N B(xy, ), remarquons que

| Xpso — Xpar IS ™2 —x0 I< (1 = 8)6™ 1 r

et donc
n+1 n+1
I %y — %o 1< Z I iy — 2, 1< Z (1—8)8r
i=0 i=0
1-— 6n+2

=15 A=-8r=0-6"Hr<r.

Montrons maintenant que la suite (x,),, est convergente dans C. Pour tout n € N ettoutp € N*, ona

p-1 p-1
| Xpip — X5 IS Z I Xnpivr — Xnai IS Z "l xXpyq — 2 |l
i=0 i=0

167 1- 67
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Alors la suite (x,,), est de Cauchy dans C et donc convergente vers un certain x* € C. D'autre part, en faisant

(1 - 8)8™ = (1 — 87)8™r.

tendre p vers 4+oo, on a



1
lx, —x" IS ——= 1l xpp1 — x5 Il
n 1=6 n+1 n

Montrons que la suite (w,,),, est convergente dans R™. Par sa construction, pour tout n € N, on a
Wy =Wy IS LI xppq — x5 |l
Il s'en suit que, pour tout n € N et tout p € N*, ona
| Whyp =Wy IS LIl Xpip — X I< (1 — 8P)6™ L.

Ce qui signifie que (w;,),, est aussi une suite de Cauchy dans R™ et donc convergente vers un certain w* € R™.
De plus, comme F est une multifonction fermée sur C et comme w, € F(x,), pour tout n € N, alors w* €
F(x").
Montrons enfin que x* = h(x*,w*) € H(x*) et donc, en utilisant le lemme 3.2 et le théoréme 2.7, on a que x*

est l'unique solution de I'inégalité variationnelle (1).

Puisque x,,,; = h(x,, w,), pour tout n € N, alors, on a

Apres passage a la limite et en utilisant la continuité du produit scalaire et la semi-continuité inférieure de ¢, on

obtient

Ceci veut dire que x* = h(x*,w*) € H(x*) et achéve donc la démonstration.

Voici un algorithme pour approcher la solution x* du probléme d'inégalité variationnelle multivoque

mixte (1). Pour € = 0, on dira que x € C est une e-solution du probléme (1) si ll x — x* I< e.

Algorithme 4.2 :

Choisissons une tolérance € > 0.
. . L% . L2-n?% .
Choisissons a > F si F est g-fortement monotone et a > 2—17" si ¢ est n-fortement convexe.

Fixonsr > 0, x, € Cetx; € CN B(xq,1).
Iterationn (n = 1,2--)
Résoudre le probléme
P (x,): min {% Iy — X 1P+ Wy, y — x) + <p(y)}

pour obtenir son unique solution x,, ;.
Trouver wyiq € F(xpyq) tel que Il wyyqy —wy IS LI Xpyq — X, I, par exemple wyyq = Ppey,, Hy(Wy) la
projection orthogonale de w,, sur F (x,,41).
Sill X1 —x, 1< (1 — 8)e, alors terminer : x,, est une e-solution du probléme (1).
Sinon, Il %1 — x, 1> (1 — &)e, alors augmenter n par 1 et va a l'itération n.

Ici, nous donnons un résultat montrant que, sous certaines conditions supplémentaires sur la fonction ¢,

on peut construire un point x; vérifiant les conditions du théoréme 4.1.



Théoréme 4.3.
Soient 7 > 0, & > 0 et § € ]0,1[. Soit F: R™ — 2R" une multifonction telle que, pour tout x € C, F(x)
soit fermé, convexe et non vide. On suppose qu'il existe x, € C tel que
Il %o 1< (1= 8)ar et d(x, F(xp)) < (1—8ar—I x|l
Alors, il existe 0 < ry < retw, € F(x,) tels que
lwo lI< (1= 8)ary
et, pour tout 0 < k < (1 —8)(r —ry)a et pour toute fonction ¢ convexe et sous-différentiable sur C et k-
Lipschitzienne sur un ouvert contenant C, la solution x; = h(x,, w,) du probléme d'optimisation (2)
min {% Iy = %o 12+ (wo, ¥ = Xo) + (1)}
vérifie
I x, —xo 1< (1 —8)r.
Démonstration :
Tout d'abord, montrons le résultat suivant (voir [20]) :
Si ¢ est une application k-Lipschitzienne sur un voisinage V de x, alors
lzI<k pour tout z € dp(x).
En effet ; soitd € R" etsoite > Otelque y;. = x +de € V.
La fonction ¢ étant sous-différentiable en x, on a alors
(2.Yae = %) < 9(yae) —@(x) vd €R™
et donc
(zyde) < p(x +de) —p(x) <kldle vdeR"
En remplagant d par z, on obtient

lzI?<kllzIl etdonc WzI<k VzE€adp(x).

Revenons a la démonstration du théoreme, et puisque
d(xo, F(x0)) < (1 — 8)ar—Il x, I,
soit alors w, € F(x,) tel que
I xg —wo I< (1 — 8)ar—Il x|
Soit0 <1y <rtelquell x, —wqy I< (1 = 8)ary—Il x4 IIl. On a donc
I wo lI< (1 — &)ary.

Posons x; = h(x,, wy), I'unique solution du probléme d'optimisation

min {5 1y = xo I+ (wo, Y = x0) + 9 (1)}
Alors, d'apres le théoreme 3, soit z € dgp(x,) tel que

Wo+alx —xg)+z,y—x)=0 VyecC.
En remplacant y par x,, on obtient

allx; —x IPSWo+2,x5—x) < Uz I+l wp 1D 1l %y — x|l

et donc



=(1-906)r.

Ceci acheve la démonstration du théoreme.
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