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ETUDES A LA FLEXION STATIQUE DES PLAQUES EPAISSES EN
MATERIAUX A GRADIENTS
DE PROPRIETES « FGM »
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Résume : Deux modeéles de déplacement raffiné, RSDT1 et RSDT2, sont développés pour une
analyse de la flexion des plaques sandwiches en FGM. Contrairement a toute autre théorie, le
nombre de fonctions inconnues sont seulement de quatre contre cing dans le cas d'autres
théories de déformation de cisaillement. Les modeles développés sont basée sur la théorie
classique des plaques dans de nombreux aspects, ne nécessitent pas de correction au facteur
de cisaillement, et donne lieu a des modifications des contraintes de cisaillement
transversales, telles que le cisaillement transversal varie paraboliqguement a travers
I'épaisseur de cisaillement et satisfait les conditions de surface sans les contraintes. La
précision de I'analyse présentée est démontrée en comparant les résultats avec les autres
solutions dérivées des modéles d'ordre supérieur. Le fonctionnement des couches classés sont
supposés isotropes, la distribution du matériel des deux constituants a travers I'épaisseur, et
le module d'élasticité, coefficient de Poisson et les coefficients de dilatation thermique sont
supposés varier selon une distribution en loi de puissance en fonction de la fraction
volumique des constituants. La couche de base est toujours homogene et constituée d'un
matériau isotrope en céramique. Les résultats numériques pour les fleches et les contraintes
de la plaque de métal-céramique sont étudiés.

Mots-clés : Plaque a gradient variable, cisaillement et déformation, théories d'ordre
supérieur.

Abstract: Two refined displacement models, RSDT1 and RSDT2, are developed for a
bending analysis of functionally graded sandwich plates. Unlike any other theory, the number
of unknown functions involved is only four, as against five in case of other shear deformation
theories. The developed models are based on classical plate theory in many aspects, do not
require shear correction factor, and give rise to transverse shear stress variation such that
the transverse shear stresses vary parabolically across the thickness satisfying shear stress-
free surface conditions. The accuracy of the analysis presented is demonstrated by comparing
the results with solutions derived from other higher-order models. The functionally graded
layers are assumed to have isotropic, two-constituent material distribution through the
thickness, and the modulus of elasticity, Poisson’s ratio of the faces, and thermal expansion
coefficients are assumed to vary according to a power-law distribution in terms of the volume
fractions of the constituents. The core layer is still homogeneous and made of an isotropic
ceramic material. Numerical results for deflections and stresses of functionally graded metal-
ceramic plates are investigated.

Keywords: Functionally graded plates, Shear deformation, Higher-order theories.
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1. INTRODUCTION

Dans les dernieres décennies, une nouvelle
classe des plaques / coques constituées de
FGM, matériaux a gradients de propriétes,
dans lequel les propriétés du matériau varie
en continu a travers ['épaisseur, est
devenue populaire en divers applications.
Certains  inconvénients des théories
classiques des plaques composites
multicouches / coques, résultant du
brusque changement de propriétés matériel
aux interfaces entre les couches adjacentes
ont été surmontés, tels que la concentration
des contraintes résiduelles, délaminage,
fissuration de la matrice. Par conséquent,
cette catégorie des plaques FGM / coques
peut étre plus stable que les théories
classiques des plaques composites
multicouches / coques généralement
appliquée avec succes dans diverses
industries. Ainsi le développement de
méthodologies théoriques et la
modélisation numérique pour l'analyse de
cette classe des plaques et coques FGM a
attiré une attention considérable des
chercheurs [1-7].

2. MODELE MATHEMATIQUE

Prenons le cas d'une plaque sandwiche
FGM rectangulaire d’épaisseur uniforme,
composé de trois couches hétérogenes voir
la Figure 1, de longueur a, de largeur b et
d’épaisseur h soumise a un chargement
uniformément répartie q(x,y).Les faces
supérieure et inférieure de la plaque sont a
z=*h/2 et les bords de la plague sont
paralléles aux axes x et y. Les propriétés
matérielles de la plague FGM changent
sans interruption a travers [’épaisseur,
selon la fraction volumique du matériau
constitutif suivant une fonction de loi de
puissance P-FGM.
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Figure 1 : La géométrie de la plaque
sandwiche rectangulaire FGM

La plague sandwiche est composé de trois
couches élastiques, voir la Figure 2. Les
ordonneées verticales de ces couches de bas
vers le haut de la plaque sandwich FGM,
sont désigné parh, =-h/2,h,,hy, h, =h/2,
respectivement.
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Figure 2 : La variation de corps le long de
I'épaisseur de la plaque sandwiche FGM

Les propriétés matérielles d’une plaque
peuvent étre déterminées par la loi des
mélanges Wang et al. [10] :

E"(@2)=E, +(E,-E, V"™ 1)

ou Epn: modules de Young de la face
supérieure de la couche 1 (h,<z<h,), et la

couche 3 (h,<z<h,); Ec: modules de
Young de la couche centrale 2 (h, <z <h,).

Récemment, Chehel Amirani et al. [8] ont
étudié la vibration libre de la poutre
sandwich, et il est montré qu'il ya une
différence négligeable entre les resultats
obtenus par ces deux techniques
(micromécanique technique et de la
primauté de la technique des mélanges). La
fraction volumique dont cet article
supposée transmettre a une fonction en loi
de puissance le long de la direction de
I'épaisseur:

k
—h
vo_| 2= |
(hz _hl Ze [hl' h2] (Za)
v® =1, ze[hy, hg] (2b)
z—h «
(hs_hJ ze[hg, h,] (2c)

Oou v, (n=123) représente la fonction
de la fraction volumique de la couche n;
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kest l'indice de fraction volumique s Owg o ow, . )
= - —1_ t _

(0<k<+wo), qui indique le profil de Yy =y tIn aX,Q(Z) 1-f'(2) et f'(2) o

variation des matériaux a travers

I'épaisseur.

3. CHAMP DU DEPLACEMENT ET
LES EQUATIONS CONSTITUTIVES

Le champ du déplacement de la plaque
P-FGM suivant la théorie d’ordre élevé
s’écrit sous la forme suivante :

_ Wy W 3a

u(x, y,z) =uy(x,y)-z ax f(2) P (33)
VD =v (Y- - T T (@)
W(X,y,z)=wp (X, y)+Ws(X,Y) (3c)

Ou ux, y, ), v(x, y, 2), W(x, y, 2 ) sont les
déplacements de la surface moyenne. wy ,
ws , sont les déformations de cisaillement
sur la surface moyenne suivant les axes y
et x respectivement. f (z) représente la
fonction de distribution des contraintes de
cisaillement.

Dans cette étude on prend :

RSDTL : f(z):z—ﬂsin(”—zj (4a)
V.4 h
2
RSDT?2 : f(z):z[_—1+§(£] }
4 3lh (4b)

Dans le cadre des petites perturbations
(petites déformations) [9] le tenseur de
déformations est obtenu par la dérivé du
champ de déplacement et s’écrit :

£, =82 +2k2 + f(2) kS
y =&y +zky + f(2)k}

7xy=7>0<y+2kgy+ f(z)kiy

&

5
7yz=g(z)735/z ()
7xz=g(z)7>s<z
g, =0
302% kb:_azwb kS :_aZWS

“oox T ox? ox?

ov 2 2
33:_0’ kgz_a_wzb, k;:_a V\;s

oy oy oy (6)
o My Ny yn _ ,0%Wy s, 00w,
oy oax Y oxay Y oxdy

Le tenseur contrainte-déformation s’écrit

sous la forme :
(n) (n) (n)

Oy Q, Qp O €y
o, =|Qu Qy 0 £y et (73)
Txy 0 0 Q66 7xy

{ryz}(n) :|:Q44 0 }(n) {}’ﬂ}(n) (7h)
T2x 0 Q55 Y x
En utilisant les propriétés des matériaux

définis a I'équation. (1), le coefficient de
rigidité, Q; , peut étre exprime par :

Q11 =Qp = %, (8a)

_VvE(@) (8b)
2=

Q44 =Qs5 =Qg6 = 2(?&21)/) (8c)

4. EQUATIONS D'EQUILIBRES

Les équations d'équilibres sont obtenues en
utilisant le principe de travail virtuel, qui
peut étre écrit comme suit :

hi2 |:O-x§ e +o, 06, +1,07,, 40 d2(9)

I 1,

-h/2
- qu5w dQ =0
Ou q est la surface supérieure.

+Ty25}/yz +Tx257xz

En substituant les équations (6) et (7) dans
I'équation (10a) et I’équation (10a) peut

étre écrite comme :

f N,0 &y + N, & &) + N, S ey, + MS kL + Misk;
2+ M5 ko + MK

MK +MESKS 55875 +555 7]
dQ—JQq(ﬁwb +5w,)dQ=0

(10a)

Ny, Ny' ny 3 Mo 1
Oou {m?, l\/l'y), Msy :Zj(ax,ay,rxy)(”) 7z,
M3, M;, Miy n=l h, f(z)

hn +1

(83.55)-3 [lrm ) g0 (10)

n=l p

n
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Nous  pouvons  obtenir  1’équation
d'équilibre associee a la theéorie des
déformations et de cisaillement présentée :

oN
su:MNe B g (11a)
X oy
N, N, (11b)
oVv: +—=0
X oy
2 b 62Mb asz
5Wb:a N2|X+2 Y +—L+q=0 (11c)
x ooy oy
M S O*M: M s 0S¢
5w:aMX+2 Y4 y+as—”+

P, q-0(11d
G oy oyl OX 8y+q 0(11d)

La résultante des contraintes d'une plaque
sandwiche composé de trois couches peut
étre liée aux couches totales par :

N A B B°|le

M°t=| A D D°[k°}, S=A%, (12

M| |B® D° H°®|k®

Oou:
= NN N P =z
I\/Isz{Mf(,M;,Mf(y}t, (13a)

M B S
k= kb5 ey f

Les coefficients de rigidité A; etB;;, sont
définis comme :

All Bll Dll Blsl Dlsl H 181

A, B, D, B, D), H}:=

A66 BBG D66 BBSG DSSG HGSG

(13b)

3 Mo 1
Y [QPLz2% f(2),21(2), 2@} v tdz (14a)
= 1-y®

2

(Azzl By, Dyy, Bgz: Dgzn stz): (Aux By1, Dy, 3151' D151: Hlsl) (14b)

m _ E(@)

S (14c)

3 hn+1 E(Z)
2

Asy = ASs =Zl hj 2y 9OF & (14d)

La substitution de [I'équation(12) dans
I'équation(11), nous obtenons ['équation
suivante

37

ApdpUg + Aggd U + (A12 + Ags )dlZVO
- Blldllle _(Blz + 2866 )d122Wb -
(B, +2Bg M,ow, —Bgd,,,w, =0,
Azl Vo + Aggdy Vo + (A12 + Ags )d12u0
- Bzzd 222Wp — (BlZ + ZBea )d112Wb (15b)
_(Blsz +2Bge Jdy,W, —B;3,d,,,w, =0,

Budyly + (Blz + ZBss)dlzzuo + (BIZ +2Bg; )dllzv()

+ Byl Vo — Dyydygy W, — 2(D12 +2D5; )d1122Wb (15¢)
- D22d2222Wb - D131d1111Ws - Z(Dlsz + ZDGSGﬁllZZWs

- Dzszdzzzzws +q=0,

Brid,iU, + (sz +2Bgs [0, + (Blsz + ZBese)dnzVo

+ B0,V — Diydy 1 W, — 2(D5, + 2Dg oW, —

D3,d W, — HEydy W, — 2(H5, + 2H 3 ), 0w, —  (15d)
H,,d,,,W, + Asd, W, + Aj,d,,w, +q=0

(15a)

Oudj, dy et dy,, sont les opérateurs
différentiels suivants:
2 3
ij :6_, dyjy :6—1
OX;OX | OX; OX OX
64

dy. =———, (i, j,I,m=12).
UM o ox 0% 0% (] 12)

(16)

5. SOLUTION NUMERIQUE

Les plaques rectangulaires sont
généralement classées en fonction du type
de support utilisé. Nous sommes ici
concernés avec la solution exacte des
équations (15) pour une plaque FGM
simplement appuyée.

Navier Bernoulli. [11] a présenté la force
extérieure sous la forme d'une double série
trigonométrique:

A%, )= D D A SIN(A X)sin(a y) , (17)

m=1 n=1

Ou A=mz/a etu=nz/b, et met n sont
des nombres de mode. Pour le cas d’une
charge distribuée sinusoidalement, nous
avons :

m=n=1,et q;=0q, (18)
Ou q, represente l'intensité de la charge au
centre de la plaque. Suivant la procédure

de solution Navier Bernoulli. [11], nous
supposons que la forme de solution pour la
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suite (u,,v,,w,,w,) satisfait les conditions
aux limites,
U, U,,, cos(4 x)sin(u y)
Vo | _ V., sin(4 x) cos(u y) (19)
w, W, sin(4 x)sin(u y) |’

W W, Sin(A x)sin(u y)

ou U,., Vonr» Wy, €t W, sont des
parametres a déterminer en utilisant les
équations(15). On obtient I'équation
suivante:

[Kla}=1{P}, (20)

{A} = {U mn ’an ’Wbmn ’Wsmrl }T ! {F} = {0‘01_qmn ’_qmn }T et

la matrice[K] est exprimée comme suit :

a, = _(An/lz + Aee.uz)

a, = _ﬂ”(AIZ + Aee)

2y, = A[ByA° + (B, +2Bg) 4]

a, =4 [Blsllz +(By, +2Bg) #°]

Ay = _(Aeeﬁfz + Azzﬂz)

8y = #[(By, +2Bg) A° + Byyu’]

8, = pl(By, +2Bg) A° + B, u’]

g = _(anq'4 +2(Dy, +2Dgs )4 p* + D22ﬂ4)

Ay = _(Dflﬂ’4 +2(Dy, +2Dg)A* u’ +D;, .u4)

aM:_Cﬁyﬂ+aH;+zH&mﬁf+J
H 252ﬂ4 + A§5/12 + A:muz

(21)

6. RESULTAT ET DISCUSSION

La plague FGM est considérée comme
étant en aluminium et d'alumine avec les
propriétés des matériaux suivants:

» de métaux (aluminium, Al): Ey, = 70 %
10°N/m?; Céramique (alumine, Al,O3): Ec
= 380 x 10°N/m? et Le coefficient de
Poisson des deux matériaux est égale
v=0.3 ; On prend le rapport a/h=10.

Les différents paramétres sans dimension
utilisée sont :

Déplacement w = ~2NEo w(i,EJ,

2
aq,

Contrainte axiale 5, - 100" _ (a b hy
a’q, \2'2'2

Contrainte de cisaillementz,, =hrxz[0,2,oj,
agp
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Epaisseur de coordonnéez=z/h.

Dans ce qui suit, nous notons que plusieurs
types de plaques sandwich sont utilisées:

* La plaque (a) sandwich FGM: La
plague est symétriqgue et nous avons
seulement deux couches d’épaisseur égale,
il n'y a pas de couche de base. Ainsi,
h =h,=0.

* La plaque (b) sandwich FGM: Ici, la
plaque est aussi symétrique, et I'épaisseur
de I'dme est la moitié de I'épaisseur de la
face. Dans ce cas, hous avonsh, =-h/10,

h, =h/10.

« La plaque (c) sandwich en FGM:
Dans ce cas, la plaque n'est pas symétrique.
Ainsi, h, =—h/10, h, =3h/10.
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Figure 3: Influence de I'épaisseur (a / h)
pour diverses valeurs de «k» et différents
types des plaques sandwich FGM.

La figure 3 montre que la variation de
déplacement diminue par rapport a
I'épaisseur pour différents types des
plaques sandwich FGM. La diminution se
situe entre celles des plaques en céramique
(Al,O3) et le métal (Al). On peut observer
que la déflexion de la plague FGM riches
en métaux est plus grande par rapport a la
plaque en céramique. Cela peut étre pris en
compte pour le module dYoung de la
céramique (Al,O3; 380GPa) étant éleveé
par rapport a celle du métal (Al; 70GPa).
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Figure 4 : Variation de la contrainte ox, a
travers I'épaisseur pour différentes valeurs de k
et différents types des plaques sandwich FGM.

Figure 4 contient les graphes de la
contrainte axiale ax a travers I'épaisseur
des plaques sandwich FGM. Les
contraintes sont a la traction au-dessus du
plan médian et a la compression en dessous
du plan médian, sauf pour les non
symétrique (c) plague de FGM. Les
résultats démontrent une non- linéarité de
la variation de la contrainte axiale de
I'épaisseur de la tole pour les plaques en
FGM. Il est important d'observer que la
contrainte maximale dépend de la valeur
de I'exposant de la fraction volumique k.
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5 : Variation de la contrainte de

cisaillement transversale t,, a travers
I'épaisseur de la plaque pour différentes
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valeurs de k et différents types des
plaques Sandwich FGM.

Dans la figure 5, on a tracé les contraintes
de cisaillement 7, a travers la distribution
de [I'épaisseur transversale. La valeur
maximale se produit a un point sur le plan
médian de la plaque, et son amplitude pour
une plaque FGM est plus grande que, pour
une plague homogene (en céramique ou en
métal). En raison de la non-symétrie de la
plaque de FGM (c), la valeur maximale de
la contrainte de cisaillement transversale,
T« (figure.5b), se produit comme décrit
auparavant, a un point situé sur le plan
médian de la plaque.

7. CONCLUSIONS

Dans cette étude, nous avons démontré les
solutions théoriques des plaques épaisses
en matériaux a gradient de propriétés
FGM sous un chargement transversal
développé en utilisant la théorie d’ordre
éleve.

Les résultats numériques obtenus montrent
que la variation du module d'élasticité joue
un role important sur les distributions de
contraintes normales et tangentielles ainsi
que le déplacement transversal de la plaque
FGM.

La précision et l'efficacité de la présente
théorie a été démontrée pour le
comportement  statique des plaques
sandwiches symétriques et non symétrique
a gradient de propretés. Toutes les études
comparatives ont démontré que les fleches
et les contraintes obtenues en utilisant les
présentes nouvelles théories de
déformation de cisaillement a quatre
inconnues sont presque identiques a ceux
des autres théories a cing inconnues.
L'extension de la théorie actuelle est
également prévue pour des conditions aux
limites générales et des plaques de forme
plus générale. En conclusion, on peut dire
que les théories proposées RSDT1 et
RSDT?2 sont précises et simples a résoudre
pour I’étude du comportement statique des
plaques épaisses sandwiches en FGM
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quelque soit leurs formes de symétries et
non-symetrique.
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