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Résumé

La méthode présentée dans ce papier permet de calculer d’une maniére auto-consistante les
fréquences propres de poutres et plaques orthotropes. Le comportement dynamique de celles-ci est
ainsi analysé en utilisant la théorie de la plaque orthotrope simplement appuyée sur les deux cotés et
libre sur les deux autres. La détermination de la réponse dynamique des structures considérées
nécessite la connaissance au préalable des fréquences libres et des modes propres de vibrations. Notre
travail s’inscrit dans ce contexte. La formulation est basée sur la détermination de la solution de
I’équation différentielle de vibration. La détermination des solutions non triviales du systéme
d’équations qui en découle conduit a un probléme non linéaire en fréquences propres. Nous
développons alors un code de calcul pour la détermination de ces derniéres ou la précision atteint 10
12 Les fréquences propres d'une plaque type sont ainsi analysées. Les résultats ont pu étre
généralisés au cas d’une poutre en la considérant comme une plaque de faible largeur. Nous donnons,
dans ce papier, quelques exemples de cas traités. La comparaison avec des résultats présentés dans la
littérature est tout a fait satisfaisante.

Mots clés : Poutre, plaque orthotrope, vibration, fréquences propres, modes, optimisation.

Abstract

The method presented in this paper permitt to calculate in a self-consistent way the Eigen
frequencies of beams and orthotropic plates. The dynamic behavior of those is thus analyzed by using
the theory of the orthotropic plate simply supported on the two sides and free on the two others. The
determination of the dynamic response of the structures considered requires knowledge of the free
frequencies and the mode shapes .Our work is in this context. The formulation is based on the
determination of the solution of the differential vibrationequation. The determination of the
noncommonplace solutions of the system of equations leads to a nonlinear problem in Eigen
frequencies. We then develop a computer code for the determination of these later where the
precision reaches 10 -12. The Eigen frequencies of a standard plate are thus analyzed. The results
could be generalized with the case of a beam by regarding it as a plate with very low width. We give,
in this paper, some examples of treated cases.The comparison with results presented in the literature
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is completely satisfactory.
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L’étude de vibrations de différentes structures excitées
par des charges mobiles, tels que les ponts, les routes,
les rails des voies ferrées ..., suscite de plus en plus de
travaux de recherche. Le calcul des fréquences, des modes
de vibration et des déplacements représente donc un souci
majeur pour l'analyse dynamique des structures élastiques.
En effet, n'importe quelle étude de poutres, de plaques et
donc de ponts sous charges mobiles, doit impérativement
commencer par la détermination de ses modes de vibration
propres et donc de ses fréquences libres. Ainsi, Wu et Dai
[1] ont utilis¢ la méthode des matrices de transfert pour
déterminer les fréquences et les modes libres d'une poutre
sur plusieurs appuis. Ils ont appliqué la technique de
superposition modale pour étudier les performances de la
poutre considérée soumise a des charges mobiles. J.D. Yau
and all [2] étudiérent le comportement dynamique d’un pont
sous 1’effet de charges mobiles en proposant une méthode
purement analytique. Plus tard, D.J. Gorman [3] présenta
une procédure de détermination de valeurs propres pour une
plaque orthotrope complétement libre en utilisant une
méthode de superposition.
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11 utilisa également [4], cette méthode afin de d’obtenir
une solution analytique exacte de vibrations libres de
plaques rectangulaires d’épaisseurs uniformes, appuyée sur
des supports ¢élastiques uniformément répartis. Dans tous
ces travaux et afin de prédire le comportement dynamique
des structures étudiées, les auteurs commencent, au
préalable, par déterminer les fréquences propres de celles-
ci. Pour finir, nous mentionnons les travaux de Leissa [5,6]
qui représentent une excellente référence concernant le
probléme de vibrations des plaques. Nous y trouvons en
particulier, I’équation caractéristique de plaques minces
ayant deux cOtés opposés simplement appuyés et les deux
autres libres. Par contre, 1’étude des plaques épaisses est
mentionnée, surtout, sur les travaux de Lim and all [7].
Dans ce papier, le comportement dynamique des plaques
considérées est analysé en utilisant la théorie des plaques
orthotropes.

FORMALISME CONSIDERE

La figure 1 représente une plaque rectangulaire
simplement appuyée sur deux cotés opposés et libres des
deux autres cotés.
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Figurel : Modéle de la plaque sollicitée par un convoi de charges
mobiles.

Si elle est sollicitée par une force extérieure F,
L’équation différentielle partielle du mouvement de cette
plaque orthotrope s’écrit en accord avec la théorie de
Huffington et Hoppman [8] comme suit :

o*w o*w o*w

0*w
D .2DU 0y .Dy }C% .pha —=Fx,yt) (01)
Eh? _ En
o : De= 12(1 nyny) Dy_lz(l—l)xyl)yx) ’
Do=(Do+2D5), Dk_Gi‘yZh3 , 02)

Notons que les effets secondaires (cisaillement et inertie
rotationnelle) sont négligés. La résolution de 1’équation
différentielle régissant le mouvement est obtenue en
utilisant la superposition modale et 1’intégration de
convolution en considérant une séparation des variables
spatiales et temporelles. Ainsi, la réponse dynamique au
point (x,y) de la plaque et a I’instant t est exprimée sous
forme de séries selon 1’expression suivante [10]:

W30=3"S Unna(,39)-Gin)

m=1n=1

(03)
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O : Unn(X,)=Yun(3) sin (6. x)

et m=m'% ; Om n est la fréquence libre qui

qm,n(t):Sin( Om,n. t)

correspond au m®™ mode dans la direction x et le n*®™
mode dans la direction y .

En introduisant 1’équation (03) dans 1’équation (01), nous
obtenons:

+ [Dr m p'h'wri,n ]Ymn (y) = 0

(04)

De plus, nous prenons en compte les conditions aux

limites sur les bords de la structure en y=0 et y=b. Celles-ci

stipulent que 1’effort tranchant, le moment fléchissant ainsi

que le moment de torsion sont nuls a ces extrémités. Nous
pouvons alors écrire le systéeme d’équations (05) :
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Les solutions de [I’équation (04) dépendent des
propriétés de la plaque considérée. Ainsi, nous pouvons
obtenir les trois cas suivants selon la valeur du coefficient
de rigidité de la plaque :

& 5
(05)

1-
Y. (0)=X,,,.sin(r, v)+X,, .cos(r, V) ©06)
+X,,,.sinh(7,,,v)+X,,,.coh(r,,»)
si [Dx <D1] Ou D=p.h.w%n. 0
2-
m (V) =X,,,.snh( 7, ) +X,,,.cosh(z,, y)
07)

3mn Smh( ’any) + X4mn COh(l/émn y)

si | D%/ 4psp.>D, |-
Dy 1 x 1

3-

Ymn (y) = COSh(r4mny)'(X1mn'cos(r Smn Y) + X2mn' Sin (r5mny))
+ Slnh( r4mny)‘(X3mn'cos(r5mny) + X4mn‘ Sil'l (}’Smny))

si [ p.>D3 54D, ] . (08)

Les paramétres rimn dépendent des propriétés physiques de
la plaque considérée et des modes de vibrations retenus

[9].
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En introduisant la forme des modes propres dans les
quatre conditions aux limites et en considérant les différents
cas de figure, nous obtenons trois systémes linéaires
homogenes de la forme : [M].[X] =0.

I—Ca_s ou [Dx <D ]

. 2
2-cas ou [DXY

0

my,sin(#,.b)

Dy, .0°+Dy.15+2.D,.0%r,

m;,.cos(7,.b)

Dy

+D, > Dx > Dl}

—12—Uy. 0%
my,.cos(7,.b)
0

_m3 1.Sin( }’2 .b)
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2
L, [P JD. +D,.D,~D.D,

t(Dy  [D._D

>

; (09)

X est un vecteur tel que : [X] = [Ximn Xomn X3mn Xamn |7 €t
M est une matrice dont les coefficients m;j dépendent des
conditions aux limites. Ainsi, dans chacun des trois cas
définis précédemment selon le coefficient de rigidité, nous
remplagons la valeur de Ymn(y) par la forme appropriée (06,
07 ou 08) dans les équations (05). Nous obtenons alors la
valeur de la matrice M dans les trois cas considérés [11] :

0 riz_ny. 02 —‘

my.sh(r, .b) my.ch(r; .b)

Dy.0%r, —D,.r3+2.D,.1; .62 0
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2.1,.15.8h(ry.b).sin( 7;.b) 52.1”4 75 sh(r, .b).cos(r; .b)

(Dy+2.D, )62 -

3.Dy.rtrs +Dy1$

mssh(r, b).cos(rs b my.5h(ry.b).sin(7.b)+
sy ch(r, b) sin( ;b myy.ch(r, .b).cos(r.b)

Pour obtenir des solutions non triviales, il est nécessaire
que le déterminant du systéme soit nul. L’écriture de ce
déterminant permet d’aboutir a 1’équation aux fréquences.
Sachant que les paramétres rimn ne sont pas des variables
indépendantes mais sont reliés a la pulsation @ par les
équations (09), la résolution de 1’équation aux fréquences
n’est pas aisée et nécessite alors un traitement informatique
adéquat.

Nous cherchons a déterminer les pulsations @ vérifiant
cette équation. Pour cela, nous développons un code qui
calcule les valeurs propres de 1’équation aux fréquences. I1
est basé sur une méthode de bissection avec interpolation
dont la précision atteint 1012, Cette méthode permet
d’enregistrer les valeurs propres des fréquences
correspondant aux différents modes de vibration. Pour
chaque indice m, on trouve une infinit¢ dénombrable de
solutions m=1, ..., o (figure 2).
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Chaque solution est alors repérée par un double indice
ors. Un zoom de la figure 2 montre les valeurs des
fréquences propres déterminées par dichotomie. Les
paramétres rimn sont ensuite évalués pour chaque fréquence,
permettant ainsi de calculer la matrice M. Pour déterminer,
ensuite, le vecteur X, solution du systtme homogeéne
[M].[X] =0, I’algorithme de calcul que nous avons mis au
point (fig. 3) utilise la méthode itérative de Gauss avec une
optimisation partielle des pivots combinée avec une
procédure de puissance inverse. La précision pour ce calcul
est de ’ordre de 1le-5. L’utilisation de cette procédure
permet d’avoir les modes fondamentaux qui correspondent
aux fréquences les plus basses. Cette méthode [12] revét
beaucoup plus d’importance que les méthodes classiques
car elle permet d’avoir les valeurs propres les plus petites
correspondant aux modes de vibration les plus bas ; ceux ci
sont décisifs quant a la stabilité de la structure.

. . . . . . . .
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
frequency(Hz)

Figure 2 : Evaluation des fréquences libres
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Figure 3 : Algorithme de résolution.

RESULTATS ET DISCUSSIONS

Nous considérons dans cette étude, une structure de
3.678 m de longueur, de 0.025 m de hauteur et de largeur
variable. Le module de Young du matériau considéré est de
2.1x10°N/m?. La densité de masse est de 2300 Kg/m? et le
coefficient de Poisson est de 0.3.

La figure 4 représente les fréquences libres de la plaque
considérée relative a deux largeurs différentes de celle-ci.
Ces fréquences correspondent aux modes propres relatifs a
la direction y uniquement. Les résultats obtenus sont
comparés a ceux présentés dans la référence [9]. Pour une
simplicité de représentation, nous n’illustrons sur la figure
que les fréquences correspondant aux modes de flexion. La
comparaison est tout a fait satisfaisante.

En effet, nous calculons sur le tableau 1 les coefficients de
corrélation représentant le rapport entre les valeurs
données sur la référence 9 et nos propres valeurs. De plus
I’algorithme que nous avons développé peut étre facilement
appliqué au cas d’une poutre, en la considérant comme une
plaque de treés faible largeur. Nous pouvons observer
I’influence de la largeur de la plaque sur les fréquences
libres, paramétrée par le mode considéré sur la figure 5.
Pour un mode donné (figure 6), celle-ci présente une
croissance monotone en allant du cas de poutre vers celui
de la plaque.

Nous présentons, a titre d’exemple, les principaux
modes de vibrations obtenus dans le cas d’une poutre
(figure 7a-b-c) et dans celui d’une plaque (figure 7e-f-d).
Le mode (1,1) est celui correspondant a la plus faible
pulsation.
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Figured : Evolution des fréquences libres avec le mode considéré.

Tableau 1 : Coefficient de corrélation de fréquences.

N° mode

Coef.
Corrélation.
b=0.4m

0.9250

1.1440

1.0061

1.0094

0.9910

0.9930

Coef.
Corrélation.
b=1.8m

1.1210

1.0000

0.9940

1.0150

1.0091

1.011

40

39 -

frequency (Hz)
&
T

37

0,0

0,5

1,0

Width (m)

2,0

Figure 6 : Evolution des fréquences libres pour le troisiéme

mode.
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Figure 5 : Evolution des fréquences libres paramétrées
par la largeur de la plaque.

7-a) mode (1,1) ; b=0.1m
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CONCLUSION

Nous avons présenté dans ce papier, un programme de
calcul auto-consistant qui détermine les fréquences libres de
poutres et de plaques orthotropes. Les fréquences obtenues
suivent une loi de croissance monotone avec le numéro de
mode considéré. Le mouvement vibratoire général de la
structure considérée est la somme de tous les mouvements
modaux. Les résultats que nous présentons ont ¢&té
comparés avec ceux présents dans la littérature spécialisée
et cette comparaison est tout a fait satisfaisante. Le calcul
par la suite de I’intégrale de Duhamel, afin de déterminer la
composante du déplacement variant avec le temps,
permettra a I’avenir de déterminer le déplacement global de
la structure. Une application de ce travail serait alors
I’¢tude d’un convoi de forces mobiles traversant un pont
qui sera considéré comme une plaque que nous venons de
présenter.

Liste des symboles :

a: longueur de la plaque.

b : largeur de la plaque.

h : hauteur de la plaque.

I : moment d’inertie.

£ : Masse volumique du matériau.
E : Module délasticité de la plaque.

W(x,y,t) : Fléche transversale.

Dy, Dy,Dyyrigidité en flexion de la plaque dans les
directions X, yetxy .

Dy :Rigidité de torsion de la plaque.

Gyy :Module de cisaillement.

m : masse.
e : excentrement des forces mobiles .
¢ : distance entre deux forces mobiles.
®m, n: fréquence libre.

U : Coefficient de Poisson.

U m,n(X,y) : mode propre.
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