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Résumé  

La discrétisation de l’opérateur de l’équation de l’écoulement en milieu poreux naturel donne lieu à une 

matrice des coefficients dont les éléments reproduisent la variabilité spatiale du champ des transmissivités. Sur 

le plan numérique, cette expression de l’hétérogénéité a des incidences précises sur le problème aux valeurs 

propres. 

A partir d’une détermination a priori des valeurs des caractéristiques spectrales, leurs comportements 

respectifs sont appréhendés dans des situations où le modèle géostatistique des hétérogénéités module la 

variabilité spatiale des paramètres. Des simulations conditionnelles, effectuées avec des valeurs autocorrélées 

des logarithmes des transmissivités, montrent que le rayon spectral et le conditionnement de la matrice de 

l’écoulement ne sont sensibles au conditionnement statistique du champ des transmissivités que si la distance 

entre les points de mesure est supérieure à la longueur de corrélation. L’influence de l’écart-type est alors 

d’autant plus grande que ce nombre de points est élevé. 

Mots clés: modèles numériques - conditionnement - rayon spectral - hydrogéologie  
 
Abstract   

Usually to determine a measure of the degree of ill-conditioning of an algebraic system, we invoke a 

condition number for the coefficients matrix. In groundwater modeling these coefficients are depending on the 

parameters of the heteregeneous porous medium i.e. trans- missivities T. Therefore an estimate of the condition 

number of the flow matrix is of a considerable interest to assess the accuracy and the reliability of the solution 

relevant to the numerical method. Ill-conditioning of the system may ascribe to many well-known sources. 

Herein we inspect condition numbers of flow matrices arising in groundwater modeling flow through synthetics 

porous media slowly variable. The flow matrices are build up via the numerical generation of conditional log T 

fields whose variability is indexed on the corresponding variograms. Numerical experiments of Monte Carlo 

type allowed to study multiple replications of the flow matrices incorporating available information into 

estimating the log T values. Results obtained confirm what it was roughly suspected : condition number and 

spectral radius of the flow matrix are sensitive to the constraints of the local information only if the distance 

between these points is greater than the correlation length. In such case, the number of the measurement points 

increases the influence of the standard deviation Y. Otherwise, the a priori information is unvaluable 

i.e.redundant. 

Keywords: groundwater modeling - condition number- ill-conditioning  

 

 

 

 
 

’hétérogénéité des milieux poreux est la source cardinale de 

l’incertitude observée lors de la simulation numérique des modèles de 

nappes. Son corollaire est la variabilité spatiale  des paramètres des 

écoulements souterrains. Ses effets sur l’évaluation de la charge 

hydraulique ont été amplement commentés dans la littérature. On trouvera 

dans [1] une excellente revue exhaustive de cette influence dont on 

retiendra, ici, la génération de travaux inspectant la stochasticité de 

l’écoulement via le corps des méthodes de la géostatistique [2,3] ainsi que 

ceux invoquant l’analyse structurale [4] pour établir le lien entre les 

variances simples et croisées [5,6,7] tel qu’il est exprimé par l’équation de 

l’écoulement. En cela, ces méthodes remédiaient au fait que, jusque là, les 

simulations ne restituaient pas nécessairement les valeurs des charges 

observées. Dès lors, les simulations furent en mesure de reproduire les 

aspects statistiques du champ des transmissivités et d’appréhender les 

aspects déterministes de sa relation avec les charges hydrauliques.  Ainsi, 

la perception quasi intuitive de la connexion entre l’incertitude, la 

variabilité spatiale et les données a priori s’en trouva mieux explicitée 

ouvrant la voie à la définition d’une véritable stratégie de modélisation 

des écoulements souterrains [8,9].  
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 ملخص
إن الصعوبات الرقمية متعلقة بتدبدب طيف 
 مرسوفة السيلان في مكان النفود 
و المتمثلة في النمودج  جيولوجيا اللإحصائية و عدم 

عمل إن مختلف النمادج النفودية تظهر بعمق الالتجانس. 
الأساسي للشروط و البرهان الأولي واجب لتفحص 
النمودج الراسب القريب من تحديد صفة المحلول الناتج 
.إن الدراسة الرقمية على هده الأمثلة المركبة تؤدي إلى 
تفكيك الشروط مع زيادة فوضة مكان النفود وعدم 
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De ces travaux, nous retiendrons que les implications 

numériques de la variabilité spatiale des paramètres ont été 

très peu traitées dans le contexte des modèles de nappes, 

quoiqu’elles aient été relevées et soulignées [10]. Cet aspect 

de la question a néanmoins été pris en charge très tôt par les 

numériciens aussi bien pour contenir la propagation des 

erreurs d’arrondis consécutives à l’arithmétique finie des 

ordinateurs que pour éprouver la stabilité des algorithmes 

[11, 12, 13]. De ces travaux, on peut relever que 

l’imprécision des données peut être source d’instabilité 

spectrale [14, 15] particulièrement dans le cas de matrices 

d’opérateurs différentiels mal conditionnés. Cette instabilité 

spectrale s’évalue par la mesure du conditionnement du 

système [11] ainsi que par sa régularité [14]. Ces deux 

grandeurs rendent compte aussi bien de sa sensibilité aux 

erreurs et incertitudes que des performances numériques 

des méthodes de résolution. L’extension de leur définition 

[16] et leur importance croissante dans le calcul scientifique 

sont maintenant largement établies [17, 18, 19].  

Dans le contexte des modèles de nappes, ces questions 

trouvent, là aussi, un large champ d’application puisque les 

systèmes d’équations algébriques, qui y sont obtenus par 

discrétisation de l’équation de l’écoulement, posent le 

problème de leur sensibilité aux données des paramètres et 

des conditions aux limites. Des éléments de réponse à cette 

question ont été examinés en [20] pour étayer la nécessité 

d’aménager la méthode aux éléments finis alors qu’en [21] 

les conditions de sa fiabilité ont été explorées. 

Dans un travail antérieur [22], la robustesse de la 

matrice de l’écoulement associée à la méthode aux 

différences finies a été explorée à l’aide d’expérimentations 

numériques de type Monte Carlo envisageant  différentes 

distributions des transmissivités T paramétrées sur l’écart-

type  logT  et la longueur de corrélation £ logT . Les données 

ainsi simulées présentaient la variabilité spatiale postulée 

pour la loi de conciliation de log T et se reflétaient dans ses 

réalisations. Les résultats obtenus établissaient que plus le 

niveau d’hétérogénéité était contrôlé, plus l’écart-type du 

rayon spectral ainsi que le rapport des valeurs propres 

extrêmes de la matrice de l’écoulement étaient limités. 

On se propose de traiter la même question en prenant en 

compte l’information disponible sur le facteur 

d’hétérogénéité de T, acquises par des mesures 

localisées consécutives à des essais de pompage ou déduites 

des corrélations entre les débits spécifiques S et les 

transmissivités [23]. Pour cela, on a imposé à la loi de 

conciliation de restituer localement les valeurs de T selon le 

principe des simulations conditionnelles [24]. La sensibilité 

du conditionnement du système aux données de T est donc 

posée dans le cadre d’une situation de réduction 

d’incertitude.  

 

POSITION DU PROBLEME  
 

Dans les modèles de nappes, le régime permanent est inspecté 

à partir de simulations numériques entreprises avec l’équation 

matricielle :  

B(T) H  =  Q    (1) 

résultant de la discrétisation de l’équation aux dérivées 

partielles :      
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décrivant le régime stationnaire de l’écoulement bi-

dimensionnel dans un milieux poreux [25] affectée de 

conditions aux limites appropriées. Dans l’équation (1), 

B(T) est la matrice de l’écoulement dont les éléments sont 

les transmissivités de passage entre les blocs contigus ; H 

est la matrice colonne des charges rapportées aux nœuds et 

Q la matrice colonne qui condense les données sur les 

entrées-sorties du système. 

La transmissivité T est le paramètre par lequel 

s’exprime l’hétérogénéité du milieu. On convient de la 

représenter par une fonction de répartition et une loi de 

conciliation à deux points d’appui dont les choix  ont été 

amplement justifiés par ailleurs [26,27]. Cette 

caractérisation est de plus affinée en opérant la 

transformation structurante Y = log T qui assure à la 

distribution Y d’être gaussienne i.e. d’être définie à partir 

de sa moyenne et de sa covariance. 

Dans la formulation du problème exprimée par 

l’équation (1), les incertitudes affectent aussi bien les 

éléments de la matrice B que ceux du second membre Q qui 

exprime, plus spécifiquement , les incertitudes sur les 

conditions aux limites et les termes sources. 

A l’équation (1), on assigne un statut d’identificateur 

des paramètres et de simulateur de l’écoulement ce que l’on 

traduit en bâtissant une fonctionnelle composite : 

J(Y*) = Jh (Y*)  + JY (Y*)     (3) 

avec un terme Jh (Y*) exprimant le calage des charges et un 

terme JY (Y*) exprimant la plausibilité des paramètres. De 

sorte que le calcul des charges actualisées h*  s’effectue via 

la minimisation de J(Y*) par : 

H*  =  B-1 (Y*) Q    (4) 

Depuis les travaux de Wilkinson [11], il est établi que 

les méthodes de résolution de ce type d’équations sont 

tributaires des caractéristiques spectrales de la matrice B. 

Selon  le contexte numérique, ces incertitudes sur B et Q 

sont donc susceptibles d’affecter la sensibilité du système 

(1) dont il importe d’éprouver la stabilité par l’examen de 

sa régularité.  

 

REGULARITE DU SYSTEME LINEAIRE 
 

Cette question est loin d’être subsidiaire puisque la 

définition de la régularité d’un système est corrélative à 

celle de stabilité qui réfère à l’ordre de grandeur de l’erreur 

induite par les incertitudes sur les données.  

Lorsqu’elles sont de même ordre, ces erreurs expriment 

la sensibilité du système et définissent la stabilité de la 

solution relativement aux perturbations des données du 

problème. Le conditionnement  défini par [11] en rend 

compte. Si ces erreurs ne sont pas de même ordre de 

grandeur, le plus grand ordre de l’erreur induite définit la 

régularité q. La q-stablité traduit cette extension et introduit 
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un conditionnement d’ordre q. Formellement, on exprime  

ces notions par : 

q

oo
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 q
0

osup lim

T T  VTa T - T

H - H
   )B(

o


  

où V est un voisinage de la donnée T0 , M une constante 

On  trouvera dans [15] des développements conséquents 

sur ces notions.  

Dans le cas des systèmes représentés par l’équation de 

l’écoulement (1) , la régularité est d’ordre 1 en (B,q) [15]. 

On peut donc rendre compte de la sensibilité du système 

aux perturbations par la mesure du conditionnement : 

BB  (B)
-1    (5) 

L’erreur relative induite par les incertitudes B et Q 

sur le calcul de H peut ainsi être estimée par : 
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dont la validité est assujettie à l’ordre des perturbations sur 

B et Q . Le conditionnement γ (B) y apparaît comme un 

facteur d’amplification des erreurs sur le calcul des charges 

dont il importe de maîtriser l’amplitude dans la gamme de 

variabilité de T.  

Pour rendre compte de l’évolution de cette sensibilité 

dans différents contextes numériques, on recourra à la 

génération des éléments de la matrice B par la méthode des 

simulations conditionnelles. Les milieux poreux 

synthétiques ainsi générés offrent l’opportunité d’étudier 

cette relation en modulant le facteur d’hétérogénéité du 

champ des transmissivités. 

 

SIMULATIONS CONDITIONNELLES 
   

Les simulations conditionnelles amoindrissent le lissage 

que réalise tout estimateur Z dont les valeurs sont toujours 

moins dispersées que celles du phénomène sous-jacent. Une 

telle limitation s’assimile à une prise en compte partielle de 

la variabilité spatiale.  

Les simulations conditionnelles remédient à cette lacune 

en produisant des réalisations qui ont les mêmes 

caractéristiques statistiques et géostatistiques que ceux 

obtenus à partir de l’inférence des données avec l’assurance 

d’une compatibilité des valeurs aux points d’observation. 

De la sorte, les valeurs simulées aux points de mesure sont 

égales à celles qui y sont observées. Ce qui en fait des 

estimateurs consistants de mêmes caractéristiques 

statistiques que le phénomène réel.  

Pour cela, on substitue  [y(x) – y* (x)] à  [z(x) – z* (x)], 

qui n’est connu qu’aux points de mesure, pour réaliser 

localement la consistance de l’estimateur Z :  

y(x) =  y* (x)  +  [y(x) – y* (x)] 

z(x) =  z* (x)  +  [y(x) – y* (x)] 

à partir des valeurs générées par les méthodes ad hoc de 

simulations non conditionnelles  [26,27] . 

 

a. Nous avons fait le choix de la méthode des bandes 

tournantes [28] particulièrement performante. Son 

développement s’est effectué à partir de la correspondance 

établie entre la covariance définie dans le plan et celle 

définie sur la droite [24]. La méthode produit d’abord une 

série de réalisations non conditionnées Zi(ζ ) à partir de la 

génération de processus aléatoires 1-D de direction θ 

uniformément distribuée sur l’intervalle [0, 2π ]. 

     A la projection ζ ki  d’un point xk sur Di , est associée la 

contribution  

                          Zi (ζ ki )  =  Zi (xk , ni )  

Etendues aux L droites Di , ces contributions, une fois 

agrégées, représentent une réalisation de Z de moyenne 

nulle et de covariance Cθ (l). La génération du processus 

s’effectue avec l’équation : 
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où Z i     et Z j   sont deux réalisations indépendantes tandis que 

 
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C n l,
l

 représente la covariance définie sur R1 avec l le 

vecteur distance entre les points corrélés.  

La distribution uniforme de ni  sur le cercle (C) permet 

alors d’assimiler Z(x) à un processus stationnaire et 

isotrope. Il sera de covariance C2 (l)  si les covariances C1 

vérifient la relation suivante [28] :   

 

 
 lC  

2
   

  l

d
 )l( C 

22/122

r

0
1







  (8)                    

avec  ζ =  |l| sin θ  =  l sin θ . 

Le conditionnement statistique des réalisations est réalisé 

en assurant leur consistance par  co-krigeage des données Y 

= (y1 … yn ) de log T et  S =  (s1 … sm ) de débit spécifique 

par l’estimateur : 
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dont les poids α i  et  β i  sont déterminés via la résolution 

des équations : 
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à partir des multiplicateurs de Lagrange μ1 , μ2 et les 

covariances CYY,  CSS, CSY et CYS relatives aux observations 

respectives de Y et de S. Cette estimation est assortie            

de la variance d’erreur d’estimation du co-krigeage.  
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Ces expressions du co-krigeage s’expriment sous une forme 

plus compact par : 

K λ = k 

où la matrice K est définie positive. La symétrie des 

liaisons corrélatoires ne s’y exprime que si, au lieu et place 

des covariances, on fait intervenir les variogrammes  

simples et croisés.  

Pour mettre en œuvre la méthode, il suffit donc de : 

1. Choisir un point origine 

2. Tirer aléatoirement une droite Di de direction ni  

3. Générer une réalisation Z i (ζ i ) de moyenne nulle et de 

covariance C1(li)  

4. Déterminer la projection orthogonale ζ ki  d’un point xk  

sur Di  

5. Incrémenter de Zi (ζ ki )  la réalisation Z (xk ) 

6. Répéter 2-5 pour toutes les droites Di 

7. Normaliser Z (xk ) en divisant 1/L. 

8. Kriger les valeurs simulées de Z (xk ) aux points de 

mesure 

9. Co-kriger Y à partir des données  

10. Assurer la consistance de Z (xk ) en l’incrémentant de 

l’erreur d’estimation εY . 

Les réalisations obtenues sont toutes équiprobables, de 

même variogramme et histogramme et restituent localement 

les valeurs mesurées. Elles fournissent autant de 

distributions de valeurs y à la grille du modèle numérique à 

partir des valeurs simulées par Z et  de l’erreur d’estimation 

évaluée par krigeage ou co-krigeage de Y. 

 

METHODE DE MONTE CARLO 

  

Moyennant la donnée de N réalisations conditionnelles 

y, générées par le processus précédent, N matrices Bi sont 

bâties et autant de conditionnements i (B) et de rayons 

spectraux ρi (B) calculés. Les valeurs moyennes 

échantillonnées de γ (B) et ρ (B) sont évaluées par :  





N

1i
i

_

N
1)(

  

      B       (12) 

        B 
  




N

1i
i

_

N
1)(    (13) 

ainsi que les variances correspondantes : 

2
N

1i
i1N

1])([ )  -  (    Bvar 
_

  




 


 (14) 

2
_N

1i
i1N

1])([ )  -  (    B var 
  




 


 (15) 

Pratiquement, ces expérimentations numériques ont 

porté sur le modèle numérique présenté en [22] dont le 

principe de calcul a été reconduit.  L’information disponible 

est extraite de la population NY (2.5, 0.3 ; 120) dont le 

tableau 1 donne un échantillon extrait de la réalisation 

générée à l’aide du modèle COSIM [29].  L’analyse 

géostatistique a été entreprise avec les modèles GEO-EAS 

et GEO-PACK, deux standards de l’US EPA [30,31]. Le 

variogramme tracé avec ces valeurs a été calé sur un 

modèle de type sphérique de caractéristiques : 

 effet de pépite = 0 ; 

 palier = 0.35 ; 

 portée 150 m .   

Tableau 1. Localisation des points de mesure 

Abscisse Ordonnée log T 

75 275 - 3,85 

125 125 - 2,56 

125 225 - 2,53 

125 325 - 2,39 

225 125 - 3,26 

225 325 - 2,33 

275 275 - 3,49 

 

On notera que ces éléments du variogramme diffèrent 

quelque peu de ceux qui sont associés au variogramme de 

la population d’où ont été extraits les points de mesure. Il 

peut même paraître présomptueux de prétendre modéliser 

ces variogrammes à partir d’un nombre de points aussi 

réduit. Aussi nous sommes-nous guidés sur le variogramme 

« réel ». Et ce seront donc ces valeurs de la portée et du 

palier, consistantes avec les données, que nous avons 

utilisées pour le krigeage de log T. 

 

RESULTATS 

  

Aussi bien le rayon spectral que le conditionnement 

révèlent un comportement formellement similaire à celui 

observé avec des données non conditionnées dés lors que la 

distance des points de mesure est inférieure à la portée. On 

retrouve dans les caractéristique du graphe, celles relevées 

en [22] : croissance monotone respective de (B)  et (B) 

avec l’écart-type modulée par la longueur de corrélation. 

Dès qu’elle lui est supérieure, l’effet de l’information a 

priori influence les caractéristiques spectrales de la matrice 

B en ajustant les valeurs qu’elles affichent. Les tableaux 2 

et 3 en donnent une  illustration pour (B)  et (B). 

 
Tableau 2. Statistiques sur le rayon spectral de la matrice B 

obtenues à partir de données non conditionnées et conditionnées 

sur 7 points de mesure. 

Longueur de 

corrélation 
Moyenne Médiane 

Ecart-

type 

Non conditionnée 0,161 0,146 0,073 

150 0,121 0,111 0,063 

170 0,046 0,043 0,030 

 

Sur cet exemple, le variogramme de log T a été calé sur 

un modèle de type sphérique de caractéristiques :  

 effet de pépite = 0 ; 

 palier = 0.39 ;  

 portée = 200 m. 

 
Tableau 3. Statistiques sur le conditionnement de la matrice B 

obtenues à partir de données non conditionnées et conditionnées 

sur 7 points de mesure. 

Longueur de 

corrélation 
Moyenne Médiane Ecart-type 

Non conditionnée 128 112 61 

150 98 87 51 

170 120 94 75 

 

Nous avons aussi appréhendé l’influence de la 

corégionalisation. Dans ce cas, l’estimation du champ de Y 
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a été précisée en intégrant la donnée sur le débit spécifique 

S à l’information disponible (tableau 4). La procédure 

précédente est reconduite à la différence prés, qu’outre les 

variogrammes simples γ YY et γ SS  , il a fallu déterminer le 

variogramme croisé γ YS .  

 

Tableau 4. Localisation des points de mesure de log T et de log S. 

 Abscisse ordonnée log T log S 

75    275 - 3.85 - 2.89 

125 125 - 2.56 - 1.81 

125 225 - 2.53 - 1.79 

125   325 - 2.39 - 1.66 

225   125 - 3.26 - 2.40 

225   325 - 2.33 - 1.61 

275     275 - 3.49 - 2.59 

 

La difficulté à déterminer les variogrammes expérimentaux 

à partir d’un nombre de points aussi réduit, nous a conduit à 

opter de travailler sur les variogrammes sous-jacents 

calculés à partir d’un échantillon plus large. Ces 

variogrammes ont été calés sur des modèles de type 

sphérique en utilisant les moindres carrés pondérés. Leurs 

caractéristiques sont résumées dans le tableau 5. Les 

expressions respectives de ces différents variogrammes sont 

les suivantes : 

227h
227
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227
h5.139.0h009.0

3

Y
                                  
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





 
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Tableau 5. Caractéristiques des variogrammes simples et croisés 

de Y = log T et S . 

Variogrammes  YY  SS  YS 

effet de pépite 0.009 0.112 0.034 

palier – c(0) 0.384 0.441 0.404 

portée 227 199 219 

 

La contrainte de symétrie ainsi que celle qui impose à la 

matrice de co-krigeage d’être définie positive ont pu être 

vérifiées par simple substitution de leurs valeurs 

respectives: 

  2/1

SYYS
          

  2/1000
      

SYYS
ccc     ;     2/1

      
SYYS

ccc     ;     2/1
      

SYYS
aaa   

 

Par ailleurs, le caractère exact de l’interpolateur permet 

de ré-estimer successivement les valeurs mesurées. La 

qualité des variogrammes retenus est alors évaluée par la 

moyenne de l’erreur d’estimation me et par la variance des 

erreurs réduites
2

e
 . Les tests de validation entrepris 

donnent des moyennes des erreurs d’estimation proches de 

zéro et des variances des erreurs réduites voisines de l’unité 

(tableau 6). Cela atteste de la pertinence des modèles 

structuraux retenus i.e. que ces modèles géostatistiques 

rendent compte de la loi de conciliation de Y et de S. 
       

Tableau 6. Tests de validation des modèles structuraux. 

Variogrammes Moyenne Variance 

 YY - 0.007 0.99 

 SS - 0.002 0.99 

 YS - 0.024 1.00 

 

CONCLUSIONS 

Dans la mesure où l’information a priori contribue à la 

réduction de l’incertitude sur T, elle affecte la variabilité 

spatiale de log T qui, à son tour, affecte le rayon spectral et 

le conditionnement de la matrice B. C’est dans ce sens qu’il 

faut interpréter les résultats obtenus qui étendent ceux 

établis dans une situation où le modèle géostatistique des 

hétérogénéités ignore la contrainte du conditionnement 

statistique des données [22]. Cette influence ne se 

manifeste, toutefois, que pour une configuration des points 

de mesure qui apporte effectivement une information à la 

définition du champ des transmissivités. L’optimisation et 

la rationalisation des mesures trouvent donc, là aussi, une 

justification qui accroît la stabilité spectrale. Ces résultats 

remettent en perspective ceux dégagés en [32] où les 

conséquences sur l’objectif de modélisation sont 

appréhendées tant en termes de détérioration du 

conditionnement et de sensibilité aux données de T qu’en 

termes d’impacts sur la question du problème inverse et sur 

l’inversion matricielle. 
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