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Résumé : Les études menées par Sarason [2] sur les propriétés algébriques des opérateurs de
Toeplitz tronqués ont conduit Sedlock a trouver deux conditions nécessaires et suffisantes
lesquelles le produit de deux opérateurs de Toeplitz tronqués reste un opérateur de Toeplitz
tronqué. Dans ce travail on s’intéresse au produit de trois et de quatre opérateurs de Toeplitz
tronqués et on démontre qu’ils restent un opérateur de Toeplitz tronqués sous d’autres conditions.

Mots clés- Operateur de Toeplitz tronqué, espace modeéle.

Abstract: Sarason [2] study algebraic properties of truncated Toeplitz operators led Sedlock
find both necessary and sufficient conditions for which the product of twoToeplitz operators
remains a truncated Toeplitz operator .In this article, we study the product of three and four
truncated Toeplitz operators on truncated model space.

Keywords- Model space, Truncated Toeplitz Operators.


http://www.rssi.lagh-univ.dz/
mailto:z.bendaoud@lagh-univ.dz

17

BENDAOUD et al./ RSSI, Vol. 04, No. 01, Décembre (2014) 16-20

1. INTRODUCTION

Pour une fonction intérieure u de H?Z,
I’espace  modele est  défini  par

K, :=H*SuHl?,

son noyau reproduisant étant
() — lmuMu(z)

Kiy(z) == % z,AeD. (1.1)

Pour chaque fonction intérieure 1, K, possede
un opérateur de conjugaison noté ' et est

défini par :

Cf:=f= fzu, (12
et

OKY)(z) = “eud), (13

On sait quekC, N H®® est dense dans /C,, .

Pour chaque symbole ¢ de L? on définit
I’opérateur de Toeplitz tronqué A, sur K, par
Ayf = Pulef), fe H*NK,,

Ou P, est une projection orthogonale de Z? dans
Ko

Soit 7, I’ensemble des opérateurs de Toeplitz
tronqués bornés.

Soit S: H? — H? I’opérateur Shift défini
par :

S(f)z=zf(z), pour z¢€dD (1.4)
et Soit S*: H?> — H? son adjoint, défini
par :

S*(f)z = w pour z € dD (1.5)
On pose Sy, = Pu(S), et S;; = P, (S5%).

2. RESULTATS ANTECEDENTS

Dans cette partie on va énoncer les résultats
démontrés par Sarason dans [1] en 2007.

Théoréme 2.1 (Sarason). Soit ¢ € L2 alors

Agy = Ay, & 91 — oy € ul +ul?. (2.2)
Théoréme 2.3 (Sarason). Soit A un opérateur

borné de XC,, alors A € 7, si et seulement s’il
existe deux fonctions 1,12 € K, tel que :

A= 8,AS; = (b1 ® KY) + (K @), (2.4)
danscecas A=A, -
Théoréme 2.5 (Sarason). Soith e D

1) Lesopérateurs Ky ® Ky et Ky} sontdes
opérateurs de Toeplitz tronqués de rang 1,

2) Si 1w admet une dérivée angulaire au sens
de Carathéodory au point n e dD alors
K} ® K estun opérateur de Toeplitz tronqué de
rang 1,

3) Les seuls opérateurs de Toeplitz tronqués de
rang 1 sont des multiples des opérateurs définis
dans (1) et (2).

Théoréme 2.6 (Sarason). Soit Dim/C, = n
alors :

1)DimT, =2n—1

2) Si Aq,..., Aoy, 1 sont des points distincts de D
alors I’opérateur K}fj ® f(‘;\z,j =1,..,2n—1

est une base de 7,
Resultats de Sedlock.[2]

Définition 2.7. Pour o€l on définit
I’opérateur Shift modifié¢ S, par

o . o rou U
S5 = A + 2 K§ © CK.

Le théoréme suivant (Sarason [1]) a une
importance dans la suite du travail.

Théoréme 2.9 (Sarason). Si un opérateur
borné A de K, est dans {S%} alors A7,

Dans cette partie on va énoncer quelques
résultats de Sedlock [2].

En 2010 Sedlock a introduit la notion
d’opérateur de Toeplitz tronqué de type «, C.-
a-d. Ae {82V qui est défini
comme suit :
Bg = A¢+QM+C € 7; : Qb € K'u-,c € (C}OL‘J « est
un opérateur de conjugaison défini dans I’espace
modeéle K,,.

Théoréme 2.10 (Sedlock). Soit a € D et A un

opérateur borné dans K,, alors A est un

opérateur de Toeplitz tronqué de type « si et
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seulementsi A € {S%}

Dans ce qui suit on va donner quelques
propriétés des opérateurs de Toeplitz tronqués
de type o

Théoréme 2.11(Sedlock).Pour une fonction
intérieure 1 ona:

(i) poura e D, BY = {5}

(i) poura € G\ D, B® = {(SY/oy).

(iii) Si a# o' alorsB®NBY =CI.

(iv) B est une algébre commutative fermée
(v) A € B si et seulement si A* e (Sa/™)*
(vi) A € B® est inversible alorsA~! € B,

Lemme 2.12. Soient

Ay Apgrgn €Tu tel que
i€ Ky pour i=1,...,i =4 alors
Awlﬂb2 x Ay 5t Ta € T, Sietseulementsi

(Y1 @ 1) — (SuCih2 @ SuCl3) = (b5 @ K§) +

Avec 15, g € K, (2.13)

3. PRODUIT DE TROIS OPERATEURS
DE TOEPLITZ TRONQUES DE TYPE «

Proposition 3.1 : Soient A, B et D trois opérateurs de
types @, 3,7 respectivement tel que

=4, 5 B=Auumm D403

Alors AB D est un opérateur de Toeplitz tronqué si
et seulement s’il existe &,V € K, tel que
(8 — 1) Ap2 ® S23) + (a — B)(p1 ® D*Sp2) =

Preuve :

On applique le théoreme 2.3 pour ABD tel que
A= Aerozbrp] B = A@ﬁﬁ&wz D= A¢g+’y 53
de type o, 3, v respectivement, alors :

SABCS* = SABS*SDS* + (SABK, ®
SD*Ko) = J

De[2]ona:

= [AB - (o1 ® BSE3) + (SaSz: © SF3) +
((—Ap2+ < @2, @Sp1 > Ko) @ Ko) — Ko ®
B*asSa)[D — (g3 ® Ko) + (Ko ® 75¢3)] +
(SABKy® SD*Kj)

& J = [AB — B(p1 @ S92) + a(pr @ Sga) +
((—Aps +a < 2,501 > Ky) @ Ky) — Kog @
aB*Seil[D — (g3 ® Ko) — (Ko ® 5593)] +
(SABKy ® SD*K)
= [AB+(a—8)(¢1©5%3) +((—Apa +a <

p2, 51 > Ko)@Ko)—a(Ko2B*So1)|[D—(ps®
Ky) — v(Ko ® Sg3)| + (SABKy ® SD*Ky) =
ABD — (AB(,O'; %y K(]) — ’)’(ABKQ ® S:D-‘i) +
(a = B)(¢1 ® D*Sp3) — (a — B) < 3,593 >
(1@ Ko)—7v(a — B) < Ko, Sz > (91 @ Sp3) +
(mAp2 + a < 92,801 > Kp) @ D*Ko) —
©3(0)((—Ap2 +a < @2, Sp1 > Ko) ® Ko) —v <
Ky, Ky > ((*Agﬁz +a < (,.OQ,S(,EI > K()) &
Sp3) — a(Ky @ D*B*Sp1) + a < @3, B*Sp| >
(Ko ® Ky) +ay < Ko, B*Sp1 > (Ko ® Sp3) +
(SABK, @ SD*Ky)
alors
SABDS* — ABD = —~v(ABKy ® S%3) + (v —
B)(p1® D*Sp3) —v(a — B)SP2(0)(¢1 @ Sp3) —
A{pg ®/Q*K0) +l.< Ko, Ky > (ACPQ & S@) +
(SABKy @ SD*Ky) + ®¢ @ Ko + Ko @ ¥q
Pour certains &, ¥, € K,

d'apres [2] proposition 3.2 page 7 on a

D*Ky = (7 —u(0))Se3 et
BEy = (1 - pu(0))p2s = ABK; = (1 -
Bu(0)) Apg

et

DKo = (1 —u(07)@s = SD*Ky = (1 —
u(0)7)S%3

et

BKy = (8 — u(0))S*¢2 = ABK, = (8 —

u(0))AS*ps = ABKy = (8 — u(0))AS*ps =

SABKy = (8 — u(0))SAS*py = Agpy—
2, @S2 > Ko
donc
SABDS*~ABD = —~((1—Bu(0)) Apa©SZ3) +
(a—B)(p10D*Spz) — Apa®(T—u(0))S@3) +7 <
Ko, Ko > (Ap2 @ Sp3) + ((8 — u(0)) Apz @ (1 —
w(0)7)Sp3) + P Ko+ Koy @ W
donc
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SABDS* — ABD = (8 —v)Apa ® Sp3) + (o —
B @ D*SP3) + @ Ko+ Kg@ ¥
alorsABD est un opérateur de Toeplitz tronqué si
et seulement si

(8 — 1) Ap2 ® Sp3) + (a — B)(p1 ® D*Spz) =

Pour certains ¢,V € K, .

4. PRODUIT DE QUATRE
OPERATEURS DE TOEPLITZ
TRONQUES DE TYPE «

Proposition 4.1 Soient A.B.D‘et E quatre
opérateurs de types @, 3,y et § respectivement tel que

A=A = B=4  —
p1+aSpy’ pa+BSpa’

D= AW:#F’Y@’ E= A@4+Uﬁ

alorsA B DI est un opérateur de Toeplitz tronqué si
et seulement s’il existe &,V € K, tel que

(v —0)(AByp3 ® S@x) + (B —7) Ap2 ® E*Sg3) +
(& — B)(¢1 @ E*D*SE3) + (v — O)(a — f) <
03,802 > (p1 @ Sp1) =R Ko+ Ko @ ¥

Preuve : Soient

A= Aa&l-ﬂlS‘_&—T’ B = A~,92+;35*_,BE’

D= AW3+VST’9§’ b= Awﬂ?ﬁ

SABDES® = SABS*SDES™ + (SABK, @
SE*D*Kg) = J

d’apres [2] ona

J = [AB — (p1 @ BS$2) + (SaSp; ® S@2) +
((=Apet < @2, 0501 > Ko) @ Ko) — Ko @
B'GSFIDE — (p3 2 0571) + (5753 © S71) +
(—Deat < 94,7993 > Ko) ® Ko) — Ko @
E*5Sp3] + (SABKy ® SE*D*Ky)

& J = [AB - B(¢1 ® 583) + alp1 ® SE2) +
(A2 +a < 92,591 > Ko) @ Ko) — Ko @
aB*Spi][DE — 0(p3 ® Sp1) + v(p3 © Spa) +
((=Dga + v < 91,593 > Ko) ® Ko) — Ko ®
E*~¥Sp3] + (SABK) ® SE*D*Kj)

& J =[AB+(a—B)(p1®592)+ ((—Ap2+a <
©9, S@-I = Ko) & K[}) — (M(Ko & B*Sﬁ)} [DE +
(v — 0) s ® Sa) + ((—Dpa + v < 1, 593 >
Ko) ® Ko) — Ko ® E"3Sps] + (SABKy @
SE*D*Ky) = ABDE + (v — 0)(ABp3 ® S@1) —
V(ABKy® B*53) + (a — 8)(p1 © E*D*S73) +
7 o< K[‘)‘.,_‘K() > (A(,Qz @ E*S(,./OS) + (SABKU @
SE*D*Ky) + & @ Ko + Ko @ ¥y

Pour certains ¢;,V; € K, , d’aprés [2] on a

D*Ko = (7 —u(0))Sp3s = E"D'Ko = (7 —
u(0))E*Sipg

et

BKy = (1 — Bu(0))p2 = ABK, = (1 —
Bu(0)) Ay

et

DKo = (1 —u(0))53 = SE*D*Ky = (1 —
w(0)7)SE G

et

BKy = (8 — u(0))S"ps = ABK, = (8 —
u(O))Aijg

= SABK, = (8 — u(0))SAS*p, = (8 —
U(O))Alpg— < @2,55@51 > K

donc

SABDES* — ABDE = (v — 0)(ABy; &
Se1) — (1 — Bu(0))Aps @ E*Sps) +
(@ = B)¢r ® E*D*SZ3) + (v — O)(a —
B) < ¢3,80s > (o1 ® Spa) — Aps ®
(7 — u(0)E*Ses) + v < KoK, >
(Agz @ E*SE3) + (8 — u(0))Aps © (1 —
w(0)F)SE*p3) + @ Ko+ Ko @ W

Pour ¢,V € K,

SABDES* — ABDE = (v — 6)(ABg; ®
SP1)+ (B—)Apa @ E*SE3) + (a— B) (1 @
E*D*Sp3) + (v — 0)(a — B) < ¢3,5¢2 >
(1@ SN+ PR Ko+ Ky@ ¥

alorsABDE est un opérateur de Toeplitz tronqué
si et seulement si
(Y—=0)(ABp3®S504)+(8—7) Apa@ E* Sp3)+
(a = B)(p1 @ E*D*Sgs) + (v — 0)(a — B) <
(,03,5;:2- > (xpl & S@) =P RKy+ Koo V¥

Pour .V € K, .
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