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RESUME : Les séries chronologiques de variables hydrométriques telles 

que les débits et les hauteurs à l’échelle sont indispensables pour le suivi 

hydrologique des cours d’eau, les systèmes d’alerte et de prévision des 

crues, la gestion des plans d’eau dans les retenues de barrages, et dans les 

réseaux d’irrigation entre autres. Cependant, l’entretien des réseaux 

hydrométriques nécessite de gros moyens et il devient de plus en plus 

difficile de faire face aux coûts qu’il entraîne, en particulier dans les pays en 

voie de développement. Du coup, les séries de débits comportent souvent 

des lacunes dont le comblement est nécessaire avant toute utilisation 

préalable. De nombreuses méthodes existent dans la pratique, dont les plus 

courantes sont les méthodes statistiques et stochastiques. La station de Bakel 

contrôle tous les écoulements qui transitent dans la vallée et est de ce fait 

bien suivie. Par contre celle de Matam, située immédiatement en aval 

comporte un grand nombre de lacunes qu’il importe de combler en utilisant 

les observations faites à Bakel. 
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Dans cet article, la méthode Muskingum, par son caractère conceptuel et la 

facilité de sa mise en œuvre a été retenue. Le calage a été effectué sur deux 

périodes différentes d’observations communes : 1981-1988 et 1990-1994. 

Le critère de Nash moyen a permis de calculer le couple (x, K) pour chaque 

période. Les paramètres de la méthode Muskingum estimés sur chaque 

période ont été testés sur l’ensemble des périodes de recouvrement des 

observations. Nous avons retenu le couple de paramètres correspondant à la 

valeur la plus élevée du critère de Nash pour reconstituer les lacunes. Les 

résultats obtenus ont été très concluants. Les séries ainsi reconstitués 

peuvent être utilisées dans la gestion des ressources en eau dans la vallée du 

fleuve Sénégal. 
 

Mots clés : Modèle Muskingum, reconstitution, fleuve Sénégal 

 

ABSTRACT: Time series of hydrometric variables such as flow rates and 

water levels are essential to the hydrological monitoring of rivers, warning 

systems and flood forecasting, management of water in reservoirs dams and 

irrigation systems among others. However, the maintenance of hydrometric 

networks requires substantial resources and it becomes increasingly difficult 

to meet the costs it entails, especially in developing countries. So, the time 

series of flow rates often include gaps that need filling before any prior use. 

Many methods exist in practice, the most common of which are statistical 

and stochastic methods. The Bakel gauge controls all flow rates that pass in 

the valley and is therefore well monitored. The Matam gauge station, 

immediately downstream, has a lot of gaps that it is important to fill using 

observations made at Bakel. In this article, the Muskingum model has been 

selected for its conceptual nature and ease of implementation. The 

calibration has been performed for two different periods of common 

observations: 1981-1988 and 1990-1994. The Nash criterion was used to 

select the best couple of coefficients (x, K) for each period. The three 

parameters of the Muskingum method estimated from each of these 

coefficients have been appliedon the remaining common periods of 

observations.The couple of parameters corresponding to the best value of 

the Nash criterion has been considered as representative and used to 

reconstitute missing discharges at Matam gauge. The results were very 

conclusive. These completed time series can be used in water resources 
management in the Senegal River valley. 

 

Keys words : Muskingum method, reconstruction, Senegal River 
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INTRODUCTION 

Le suivi hydrométrique des cours d’eau est une opération très 

importante. Il permet d’obtenir les données nécessaires à l’hydrologie 

opérationnelle en quantité et en qualité, que ce soit pour les systèmes 

d’alerte, le contrôle des plans d’eau, ou plus généralement la planification et 

la gestion des ressources en eau. Cependant, l’entretien des réseaux 

hydrométriques demande des moyens très importants. Dans le cas du bassin 

du fleuve Sénégal, l’organisme en charge du suivi et de l’entretien du 

réseau,  l’OMVS (Organisation pour la Mise en Valeur du fleuve Sénégal) 

met un accent particulier sur la station de Bakel qui contrôle l’ensemble des 

écoulements dans la vallée, et dans une moindre mesure, sur celle de 

Matam, située immédiatement en aval de celle de Bakel (Fig. 1). Du coup, 

pour les autres stations hydrométriques de la vallée, les observations 

présentent des lacunes plus ou moins longues. Il est important de suivre de 

façon aussi précise que possible la progression de la crue dans la vallée  et 

de contrôler en particulier les débits entrant dans le barrage de Diama, de 

sorte que la reconstitution des observations manquantes s’avère 

indispensable. Ce problème a été traité par de nombreux auteurs avec 

différentes méthodes : relation pluie-débit (MAHE et al., 1990 ; (Kouamé et 

Servat, 1996), modèle hydrologique (Lamagat, 1998a et Bader, 1997), 

hydrogramme amont-aval (Amlan, 2009) ;, méthode de Muskingum (Cunge, 

1969 ; et Thirriot et al. ,1991). Dans cet article nous explorons la possibilité 

d’utiliser la méthode Muskingum pour reconstituer les observations de 

débits à la station de Matam à partir de celles de la station de Bakel 

. 

 

Fig.1. Zone d’étude 
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MATERIELS ET METHODES 

Présentation de la Méthode Muskingum 

La méthode Muskingum, appliquée pour la première fois sur la rivière 

Muskingumpar McCarthy, est basée sur l’équation de continuité associée à 

une loi de stockage linéaire.  

 

Equation de continuité 

Cette équation traduit la conservation du volume. Elle est mise sous la 

forme : 
     

  
                         (1) 

Loi de stockage 

Dans un bief de cours d’eau, la surface du plan d’eau n’est pas 

toujours parallèle au fond à cause du frottement dû à la rugosité. La pente 

moyenne du plan d’eau est plus élevée que celle du fond pendant la période 

d’augmentation du débit, l’inverse se produit pendant la phase de la 

récession de l’hydrogramme (Fig.2). 

 

 
Fig.2.Principe du Modèle de Muskingum : Volume stocké au sein d’un bief 

de longueur fini 

 

La figure 2 montre que le stockage dans le bief du cours d’eau comprend 2 

parties : 

 le stockage prismatique SP(t) qui correspond au volume d'eau pour un 

écoulement uniforme dans un cours prismatique. Ce stockage s’exprime 

par : 
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                              (2) 

 le stockage triangulaire ST(t) est le volume d'eau compris entre le plan 
d'eau du stockage prismatique et le plan d'eau actuel. Ce stockage 

augmente pendant la montée de l'hydrogramme et diminue pendant la 

décrue. Il est représenté par : 

         [           ]    (3) 

On peut en déduire le volume total stocké dans le bien par 

                    (4) 

Soit : 

          [                    ]     (5) 

Où : 

k a la dimension d’un temps. Selon Oki et al. (1999), il égal au 

rapport de la longueur du bief sur la vitesse moyenne de l’onde. 

x est un facteur de pondération sans dimension compris entre 0 et 1.  

 

Dans le cas de la plupart des rivières x est compris entre 0,1 et 0,3 

(Maidment, 1993 ; Bellier, 2008). x est un facteur de pondération sans 

dimensioncompris entre0 et 1. Si x est égal a zéro alors le volume d’eau 

stocké ne dépend que des conditions aval mais si x est égal à 0,5 alors le 

stockage est fonction du taux de flux car le débit entrant à le même « poids » 

que le débit sortant. 
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Fig.3. Hydrogramme d’entrée, hydrogramme de sortie 

 

Equation de la méthode Muskingum 

L’équation(5) dérivée par rapport au temps est combinée à l’équation 1pour 

donner : 

  
      

  
  ( - )

      

  
      -               (6) 

Après arrangement, on obtient l’équation :  

          ( - )       [     -     ]                           (7) 

En intégrant entre t  et t  t , le premier membre par la méthode des 

différences finies et le second membre par la méthode des trapèzes, 

l’équation devient : 

                                       

Où : 

C1  
      

          
      

      

          
         

          

          
      

On vérifie aisément que : 

         1     (10) 

 

Conditions de stabilité des modèles issus du modèle Muskingum 

Pour que les coefficients soient simultanément positifs 

(BERTRAND-KRAJEWSKI, 2006), il faut donc donner à Δt une valeur 

telle que le triplet (K, x, Δt) vérifie les conditions suivantes: 

                                                      

 

Estimation des paramètres K et x 
Il existe plusieurs approches pour estimer les paramètres (x, K) de 

Muskingum (Amlan, 2009, Vazquez et al. 1999). La méthode graphique 

consiste à représenter la variation du stockage en fonction du débit pondéré 

pour différentes valeurs de x. On retient la valeur de x pour laquelle la 

courbe obtenue est aussi proche que possible d’une droite, dont la pente 
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correspond à K (Barchane, 2009 ; Moramarco et al., 2006 ; Perumal, 1994). 

Dans la méthode fondée sur les moindres carrés on cherche à minimiser une 

fonction objectif en faisant varier x. Dans ce présent article, c’est cette 

méthode que nous avons utilisée. Sur la période de calage, pour x fixé, on 

écrit l’équation de stockage sous la forme : 

                                (12) 

Où    représente l’erreur,     la variation de stockage,       le débit 
pondéré .La fonctionobjectifà minimiser est la somme des carrés des écarts : 

  ∑                
  

       (13) 

 

En annulant la dérivée par rapport à    on obtient le paramètre   sous la 
forme : 

     
∑         

 
   

∑   
  

      
      

La procédure de calcul est indiquée ci-dessous : 

On dispose d’un échantillon de calage d’effectif N. 

Pour i=1, N  

 calculer la variation du de stockage : 

    [                               ]  
  

 
(15) 

Pour x variant entre 0,1 et 1 et par pas de 0,1.  

 calculer Di(x) pour i=1, N avec 

       [                                     ]              (16) 

 calculer le paramètre  k (équation 14) 

 vérifier le critère de stabilité (équation11) 

 calculer les coefficients Ci (équation 9) 

 comparer les valeurs calculées par l’équation avec les valeurs observées 
par le critère de Nash 

 retenir K et x correspondant à la valeur de Nash la plus élevée, 

 déduire le débit de sortie Qs (équation 8) 

 

Equation de reconstitution 
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Le débit reconstitué à Matam QsSim (     ) est calculé avec 

l’équation (17) si le débit observé à Matam  à l’instant t QSobs (t)  existe et le 

cas échéant avec l’équation (18).   
 

            

                                                         (17) 

            

                                                         (18) 

 

RESULTATS ET DISCUSSIONS 

Données disponibles  

Les stations hydrométriques de Bakel et Matam du fleuve Sénégal 

ont été retenues (Fig.1). Les données utilisées proviennent de la base de 

l’OMVS. Il s’agit des débits moyens journaliers aux stations de Bakel et 

Matam. La station de Bakel à l’exutoire du Haut-bassin est exploitée sans 

interruption depuis 1901. Ses relevés sont utilisables depuis 1903 mais ne 

sont complets pour les basses eaux que depuis 1950. Pour la station de 

Matam, les périodes 1957- 1963 ;  1964-1970 ; 1973- 1979 ; 1988-1990  et 

2007-2010 comportent des lacunes. Le suivi de ces deux stations sur la 

période 1950-2010 est représenté dans le tableau 1. Dans ce tableau,  la 

couleur noire symbolise l’existence de données et la couleur blanche 

symbolise l’absence de données. 

Tableau 1. Suivi de Bakel et Matam sur la période 1950-2010 

Période Bakel Matam 

1950-1957   

1957-1963   

1963-1964   

1964-1970   

1970-1973   

1973-1979   

1979-1988   

1988-1990   

1990-2007   

2007-2010   
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Calage du modèle Muskingum 

Les périodes 1981-1988 et 1990-1994 sur les quelles les deux stations ont 

été suivies simultanément ont été retenues. Les paramètres K et x 

correspondant à chacune de ces périodes ont été estimés par la méthode des 

moindres carrés, de même que les paramètres C1, C2 et C3 (équation 2). Ces 

coefficients ont été utilisés pour calculer les débits à Matam sur les deux 

périodes de calage et les critères de Nash associés. Les valeurs de x et k 

ainsi que celles des critères de Nash sont reportées dans le tableau 2.Les 

hydrogrammes calculés et observés à Matam sur les deux périodes de calage 

sont représentés sur les figures. 

Il ressort de ce tableau que pour les deux périodes, le critère de Nash est 

maximal pour x=0.1, pour k=148562s sur la période 1981-1988 et 

k=131940s pour la période 1990-1994. Les figures indiquent une bonne 

concordance entre débits calculés et débits observés pour ces valeurs. 

 

Tableau 2. Comparaison des paramètres du modèle sur les deux périodes 

selon Nash 

Valeurs 

de 

 x 

Valeurs de K 

Période  

1981-1988 

Valeurs de  K 

Période  

1990-1994 

Valeurs 

Nash 

(1981-1988) 

Valeurs 

Nash 

(1990-1994) 

0.1 148562 131940.1 0.992 0.991 

0.2 143593.8 129632.4 0.991 0.989 

0.3 134167.9 124182.5 0.991 0.985 
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Fig.4.Comparaison des débits calculés et simulés de la station de Matam sur 

la période 1981-1988 

 

Fig.5. Comparaison des débits calculés et simulés de la station de Matam 

sur la période 1990-1994 

Validation des modèles 

Les deux jeux de paramètres calculés sur les périodes de calage 

1981-1988 et 1990-1994 ont été utilisés sur les autres périodes de suivi 

communs : 1972-73 ; 1979-80, 1976-78 ; 1996-1999, 2004-2007.Les 

critères de Nash sont reportés sur le tableau 3, et les hydrogrammes calculés 

et observés comparés dans les figures 8 à 12. L’analyse du tableau 3 montre 

que les critères de Nash sont meilleurs pour le jeu de paramètres calculés sur 

la période 1981-1988. 

Il est cependant plus difficile de se prononcer sur les graphiques qui 

montrent une bonne restitution des débits de Matam. D’après ces résultats le 

modèle Muskingum calé sur les deux périodes semble bien être adapté on 

note dès fois une surestimation ou une sous-estimation  des débits. 

La surestimation peut s’expliquer par l’évaporation et l’infiltration 

ou même par prélèvements des riverains qui peuvent jouer un rôle magistral 

dans les diminutions des débits vers l’aval et l’augmentation des débits 

simulés par rapport à ceux réellement observés d’une bonne partie des eaux 

entre l’aval et l’amont, le taux de ces dernières peut varier d’une saison à 

une autre.  

Par contre la sous-estimation des débits obtenue peut être expliquée 

par l’intervention des affluents du bassin intermédiaire entre l’amont 
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(Bakel) et l’aval (Matam) suite à des précipitations intenses localisées entre 

l’amont et l’aval. 

Pour l’ensemble des graphes, on constate que le modèle Muskingum 

calé sur les deux périodes (1981-1988 et 1990-1994) a presque simulé de 

manière fidèle les débits. Cette performance dumodèle de type Muskingum 

s’explique encore par des fortes valeurs de Nash allant de 0,991 à 0,995 

(Tableau 3). 

Il est difficile de comparer graphiquement les performances du 

modèle sur les deux périodes de calage. C’est pourquoi nous avons utilisé le 

critère de Nash. Le tableau 3 permet de constater que le modèle Muskingum 

semble plus performent sur période de calage 1981-1988 avec des Nash 

allant de 0,992 à 0,995 que sur celle 1990-1994 avec des Nash allant de 

0,991 à 0,994. Ces résultats confirment encore une fois que les paramètres 

du modèle Muskingum calé sur la période 1981-1988 sont les plus adaptés. 

Cette adaptation peut être expliquée par le fait que sur cette période (1981-

1988) le modèle Muskingum a été calé avec un nombre beaucoup plus 

important de débits par rapport à l’autre période (1990-1994).  

 

Tableau 3.Nash de validation des deux modèles de Muskingum 

Années 

hydrologiques 

Critères de Nash du Modèle 

de Muskingum sur la 

période 1981-1988 

Critères de  Nash du Modèle 

de Muskingum sur la période 

1990-1994 

1972-73 0.995 0.994 

1979-80 0.994 0.992 

1976-78 0.995 0.993 

1996-98 0.993 0.992 

2004-07 0.995 0.994 
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Fig.2.Validation du modèle Muskingum sur la période 1981-1988 (gauche) 

et sur la période 1990-1994 (droite) entre 1972-73 
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Fig.7. Validation du modèle Muskingum sur la période 1981-1988  (gauche) 

et sur la période 1990-1994 (droite) entre 1979-80 
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Fig.8. Validation du modèle Muskingum sur la période 1981-1988  (gauche) 

et sur la période 1990-1994 (droite) entre 1976-78 
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Fig.9.Validation du modèle Muskingum sur la période 1981-1988  (gauche) 

et sur la période 1990-1994 (droite) entre 1996-98 
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Fig.10. Validation du modèle Muskingum sur la période 1981-1988  

(gauche) et sur la période 1990-1994 (droite) entre 2004-07 
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Figure 11.Débits synthétisés entre 1950-57 avec le modèle de Muskingum 

(1981-88) 

 

Fig.12. Débits synthétisés entre 1957-64 avec le modèle  de Muskingum 

(1981-88) 
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 Figure 13. Débit synthétisés entre 1964-72 avec le modèle de Muskingum 

(1981-88) 

 

Fig.14. Débit synthétisés entre 1973-80 avec le modèle  de Muskingum 

(1981-88) 
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Fig.15. Débit synthétisés entre 1988_90 avec le modèle  de Muskingum 

(1981-88) 

 

Fig.16. Débits synthétisés entre 2007_10 avec le modèle  de Muskingum 

(1981-88) 
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CONCLUSION 

Le suivi hydrométrique est très important pour l’étude de la 

dynamique des écoulements dans les cours d’eau. L’objectif de notre étude 

est d’adapter le modèle de type Muskingum sur le bief Bakel-Matam. 

L’optimisation du jeu de paramètres x et K du modèle Muskingum avec le 

critère de Nash a été programmée sur la base Fortran tout en respectant les 

conditions de stabilité du modèle.  

Les valeurs optimales de ce jeu de paramètres (x, k) sont x=0.1 pour 

chacun des deux modèles et de k=148562 et k=131940.1 respectivement 

pour le modèle de Muskingum sur les périodes 1981-1988 et 1990-1994.  

Les bonnes corrélations graphiques entre les débits observés aux 

débits simulés par ces modèlesont impliqué bonnes valeurs de Nash.  

La comparaison des valeurs de Nash du calage entre ces deux 

modèles a permis de constater que les paramètres du modèle de Muskingum 

sur la période 1981-1988 sontplus adaptés que ceux sur la période 1990-

1994 et cette hypothèse a été  confirmée en validation.C’est pourquoi les 

paramètres du modèle Muskingum sur la période 1981-1988 ont été utilisés 

pour la reconstitution des données manquantes.  

Les résultats obtenus ont suggéré que le modèle Muskingum peut être bien 

adapté et utilisé pour la reconstitution et la prévision des débits sur le fleuve 

Sénégal. 
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