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champs de déformations augmenté 
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  L’analyse des coques par la méthode des éléments finis est rendue nécessaire par la complexité 
du problème et par manque de méthodes analytiques générales. L’élément d’Ahmad utilisant l’intégration 
réduite et sélective, et malgré les résultats satisfaisants obtenus, a exhibé sous certaines conditions un 
mauvais comportement dû à l’apparition de mécanismes. 

 
Dans ce travail nous présentons une autre alternative dite à champs de substitution et due à 

Huang-Hinton. Une étude paramétrique a ensuite permis de sélectionner l’élément le plus performant de 
cette famille. L’analyse linéaire est ensuite étendue pour prendre en compte la non linéarité géométrique. 

 
Mots clés: Analyse des coques, Eléments finis, Champs substitués, Analyse linéaire, Analyse non 
linéaire 

 

I. Introduction 

L’élément de coque, auquel nous nous somme intéressés, est un solide ayant des courbures quelconques à sa surface 
et dont l’une des dimensions est faible par rapport aux deux autres, cette dimension appelée épaisseur sépare deux 
surfaces : supérieure et inférieure.  

 
Les coques interviennent dans les constructions mécaniques comme c’est le cas de la construction des carrosseries 

automobiles,…etc., comme elles peuvent intervenir  également dans la construction des coupoles, des cheminées 
comme constructions de génie civil. 

 
 

L’analyse des coques par élément finis peut être 
réalisée suivant trois approches différentes : 

 
En utilisant la formulation des éléments courbés 

faisant intervenir les coordonnées curvilignes. 
En utilisant la discrétisation de la coque par facettes 

planes. 
Ou bien en utilisant la formulation des éléments iso 

paramétriques dégénérés. 
 
Les trois approches présentent des avantages et des 

inconvénients qui dépendent du problème traité du 
point de vue : 
- Géométrie. 
- Types de chargement. 
- Et types de conditions aux limites. 
 
Si nous tenons compte des aspects fiabilité, 

simplicité de la formulation, l’interprétation des 

résultats et efficacité, aucune approche n’apparaît 
absolument préférable aux autres. 

 
2. Formulation de l’élément de coque 
 
Dans ce travail nous allons présenter une technique 

qui a pour but d’éliminer le blocage au membrane et au 
cisaillement lors d’utilisation d’une intégration réduite 
ou sélective dans les problèmes de coques minces, et 
dans le but de vaincre ce problème, Huang propose 
l’utilisation d’un champ de déformations supposées 
pour le cisaillement et la membrane. 

 
2.1 Blocage au cisaillement : 
L’élimination du blocage au cisaillement transversal 

pour le cas des coques minces nous amène à tendre 
vers zéro les déformations de cisaillement : 

0    0 →→ ηζξζ γγ et                                             (1) 
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Considérons un élément de coque Lagrangien à 9 
nœuds, le champ de déformations de cisaillement 
transversal de substitution est donné par : 

 

ηξξξηηξγ

ξηηξηηξγ

ηζ

ξζ
2

6
2

54321

2
6

2
54321

cccccc

bbbbbb

+++++=

+++++=
         (2) 

Ce qui permet d’avoir: 

   0
1

1

=∫
−

ξγ ξζ d et    0
1

1

=∫
−

ηγηζ d                            (3)  

Dans le but d’éliminer les déformations de 
cisaillement transversal, on cherche à déterminer les 
valeurs de ξ et de η  pour lesquelles les relations (2) 

soient nulles. 
Ces valeurs sont déterminées en résolvant les 

équations suivantes : 
 

0, =+= ξξξζ θγ W et 0, =+= ηηηζ θγ W                  (4)  

Ces dernières expressions nous conduisent à 

02 =++= CBA ξξγ ξζ  et 

011
2

1 =++= CBA ηηγηζ successivement, qui  

donnent, en les substituant dans (3), les valeurs 

suivantes : 2

1

3
3

1 −
±=±=ξ  et 2

1

3
3

1 −
±=±=η  . 

2.2 Blocage membranaire :  
 
Les déformations en membrane ne peuvent être 

séparées de celles de la flexion que dans le système de 
coordonnées locales, c’est pourquoi l’utilisation d’une 
interpolation de déformations de membrane dans ce 
système de coordonnées nous aide bien sur à éliminer 
le blocage en membrane. 

 
Les expressions de déformations de membrane sont 

données par : 

( ) ( )
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et en fin 
      

( ) ( ) ( ) ( )∑∑∑∑
= =

′′
= =

′′′′ +=
3
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1

3

1

2

1 2

1
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de même que précédemment, on trouve : 

 

2

1

3
3

1 −
±=±=ξ  et 2

1

3
3

1 −
±=±=η  [9]. 

 
3. Analyse non linéaire en grands déplacements 
 
Les problèmes géométriquement non linéaires sont 

aussi utilisés pour montrer la fiabilité de la technique 
des champs de déformations de substitution. La non 
linéarité se manifeste dans la relation qui relie les 
déformations aux déplacement nodaux. 

 
La partie non linéaire de la matrice de déformation 

peut être déterminée en utilisant le champ de Von 
Karman ou bien celui de Green Lagrange. 

 
L’application du principe des travaux virtuels 

permet d’aboutir à la matrice tangente donnée comme 
somme d’une partie linéaire, non linéaire et une 
matrice des contraintes initiales: 

 
[ ] [ ] [ ] [ ]σKKKK NLlt ++=                                     (6) 

 
La résolution de ces problèmes non linéaires exige 

l’utilisation de l’une des techniques de pilotage 
suivantes : 

 
3.1 Pilotage en force :  
 
Cette technique consiste à imposer un incrément  
de charge pour chaque  pas afin de calculer  
l’accroissement de déplacement jusqu’à l’équilibre. 
 
3.2 Pilotage en déplacement :  
 
Dans la technique de pilotage en force la 

détermination de la trajectoire OAB (Figure 1) 
s’effectue facilement avec un accroissement progressif 
du pas de charge, mais la difficulté rencontrée se pose 
au voisinage du point limite en force B car il est 
impossible en utilisant l’algorithme précédent de passer 
ce point limite.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
A cet effet la technique de pilotage en déplacement à 

été proposée. Dans cette technique on impose le 
déplacement d’un point Uq choisi par l’utilisateur en 
considérant le facteur de charge inconnu. 

F 

U

C 

O 

B 
B’  

. 

Figure 1 relation charge-déplacement 

. 
. A 

. 
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Pour un pas P on désir avoir :                            

( ) { } ( ){ } 0, int0 =−= UFFUR PP λλ     

 
Dans ce cas les inconnues sont : le facteur de charge 

et les déplacements qui sont déterminés par :                     

{ } { } { }iii UUU ∆+=+1      [9] 

 
3.3 Pilotage en longueur d’arc :  
 
Lorsqu’un point limite en déplacement C (Figure 1) 

est rencontré, il sera donc impossible de le dépasser en 
utilisant le pilotage en déplacement et pour cela une 
troisième technique dite en longueur d’arc est utilisée. 
Elle consiste à imposer une longueur d’arc et dans ce 
cas l’accroissement du pas de charge est considéré 
toujours inconnu.  

 
La longueur d’arc est déterminée par :  

{ } { } SUU PP ∆=− −1    [9] 

 
4. Tests numériques : 
 
4.1 Exemples N° 1 :  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Un hémisphère, de rayon 10 m, d’épaisseur 0.04 m 

et de base libre, sur lequel on exerce un chargement 
nodal indiqué sur la Figure 2, cet exemple est utilisé 
pour vérifier l’absence de blocage en membrane. 

La discrétisation de l’un quart de la structure en 2, 3, 
4, …,16 éléments par côté permet d’aboutir aux 
résultats reportés sous forme de graphes et comparés 
avec la solution analytique donnée par :     

0925.0=−= BA VU  

 
Données : E=6.825x107 Pa ;  υ=0.3 ; P=2N 
 
 
Conditions de symétrie :   

BDcôtélesurU

ACcôtélesurV

y

x

        0

        0

==
==

θ
θ

   

Conditions aux limites : EenW   0=  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
4.2 Exemples N° 2 :  
 
Un cylindre soumis à une pression. Sur la figure ci-

dessous on donne toutes les caractéristiques 
géométriques et  mécaniques. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Conditions de symétrie 

CD              0

              0

      0

côtélesurU

BCcôtélesurV

ABcôtélesurW

y

x

yx

==
==

===

θ
θ

θθ
 

Conditions aux limites : 
BCcôtélesurWU y      0=== θ  

 
et en discrétisant la structure en 2x2, 3x3, 4x4, 

…,16x16 éléments, on représente les déplacements 
nodaux du point C suivant z et suivant y dans les 
graphes ci-dessous. 

Le module de Young E=3.1010 Pa ; h=0.03 m ; la 
longueur L= 6 m ; le rayon R=3 m ; P=1N 

Les résultats présentés obtenus sont comparés avec 
la solution analytique donnée par la relation :  

 

P 
P 

Z,W 18
° 

A 

X,U 

Y,V 

Figure 2 Exemple 1  hémisphère pincé 

E 

B 

D 
C 

 

Figure 4 exemple 4 coque cylindrique avec pression 

C 

A 

Y, V 

X, U 

Z, W 

D 
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Figure 3 Convergence de UA 
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P

EhW
W C

C −=       avec  24.164=CW  et   

P

EhV
V D

D =       avec  114.4=DV  

Ces résultats obtenus sont représentés sous forme de 
graphes :  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4.3 Exemples N° 3 :  
 

Un panneau cylindrique soumis à son poids propre  
 
et dont les bords droits sont libres et les bords courbes 
reposent sur un diaphragme. A cause de la symétrie, on 
étudie seulement un quart de la structure. 

 
Données: 

Pa 10x625.0f ;  0 ; Pa 3x10E

40 ; m 0.03h ; m 3 ; m 6
10

z
10 −===

==== °

υ
ϕRL  

Conditions aux limites : 
ADcôtélesurWU y       0=== θ  

 

Conditions de symétrie : 

BCcôtélesurV

CDcôtélesurU

x

y

      0

      0

==

==

θ
θ

 

 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

ϕ 
R 

C 

D D 
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Figure 5 convergence de VD  
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Figure 6 convergence de WC 
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4.4 Exemples N° 4 : Coque cylindrique soumise à 
une charge ponctuelle : 

 
La figure ci-contre présente une coque cylindrique 

soumise à une charge ponctuelle appliquée au point D 
situé en son centre. 

 
Cet exemple a été traité par plusieurs chercheurs 
[1],[3],[5],[6] et [10] pour tester leurs éléments en  
Présence de la non linéarité géométrique. 
Les données géométriques sont les suivants : 

             
rad

mmt

mmLR

 1.0

 7.12

 2540 10

=
=

==

ϕ
,     mmt  35.6=  

et les données matérielles sont : 

3.0

/ 10275.3 2

=
=

υ
mmKNE  

En tenant compte les conditions aux limites : 

BCle long dewvu x            0==== θ  

et les conditions de symétrie : 

long de DClev

long de ADleu

x

y

                  0

                  0

==

==

θ
θ

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Après discrétisation du quart de la structure par 
raison de symétrie en 2x2 éléments, on aboutit aux 
résultats qu’on a comparés avec ceux extraits de la 
littérature et qui ont monté pour la troisième fois 
l’efficacité, la fiabilité et la bonne convergence de 
l’élément Q9. 
 
 

En utilisant la technique de pilotage en force,  
l’existence d’un point limite en force ce qui empêche la 
courbe à être complètement tracée, la valeur de charge 
correspondante à ce point limite égale 2.25 KN est 
comparée à la valeur 2.21 KN obtenue par Huang [1] et 
[1], 2.22 KN par Horigmoe [1] et 2.24 KN obtenue par 
K.J.Bathe et Al [5]. 

 
Le comportement non linéaire n’est connu de façon 

complète que en utilisant la technique de pilotage en 
déplacement (Figure 9.1). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Sur la Figure 9.2  on schématise la relation charges - 
déplacements au centre et au bord de la structure, sur 
laquelle on peut remarquer que plus en s’éloigne du 
point d’application de la force, plus le déplacement 
diminue, mais on constate que la charge crique reste la 
même pour tous les points.  

 
La diminution de l’épaisseur de la structure de 50% 

provoque la naissance d’un point limite en déplacement 
qu’on ne peut passer en utilisant la technique de 
déplacement imposé (Figure 6.6) et la charge critique 
diminue à la valeur 0.6 KN. 

ϕ 
R 

D 

D A 

B 

C 

L 

Figure 9: coque cylindrique 
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Figure 9.2 Comparaison de charge limite en deux points 
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Figure 9.1 Pilotage en déplacement 
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5. Conclusion :  

Les exemples précédents illustrent le bon 
comportement de notre code calcul d’élément à 9 
nœuds utilisant la technique de substitution. Il a été 
montré également que cet élément passe avec succès 
les différents patch-test, il est libre de tous blocage.  

 
L’utilisation de l’élément pour la simulation de 

certains problèmes pratiques de Génie civil a été 
envisagé. En particulier, le calcul des grands ouvrages 
de stockage dans les différents régimes de 
fonctionnement ne pose aucun problème particulier. 
L’analyse de la stabilité post-critique permet, en effet, 
d’évaluer le degré de sécurité dans toute utilisation 
rationnelle des capacités réelle de l’ouvrage. Les 
ouvrages de transport, de natures différentes et mettant 
en jeu des phénomènes plus complexe, sont 
actuellement à l’étude et les résultats obtenus 
permettent d’envisager l’utilisation des techniques 
exposées dans ce travail. 
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