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ABSTRACT: This paper describes an analytical resolution dfration eigen waves for a rail structure under
the influence of a mobile source, the rail is medehs an infinite Euler beam placed on elastic pedodic
supports.

The use of the Bloch transform makes it possibletompose the overall response of the system betime
elastic supports, using the summation on the mddes analytical resolution of the sum of two geosimeseries
to account for the influence of all supports fromte + « was realized. The evaluation of the Bloch transfor
allows the decomposition of the system. The rdsalutf the equation of motion makes it possiblddtermine
the dynamic response of the periodic structure uitte effect of a mobile source.

To determine the dynamic response for any rail spanhave applied the Floquet theory. For this msgthe
theory is applied to find the displacement of thpports, and also the displacement of the span fasetion of
the displacement of the 1st span.

Matlab computing codes have been developed inditestion. All the analysis is carried out in dinstonless
variables.

Keywords: Rail, mobile sourceGreen Function, Bloch waves , Floquet Theory.

RESUME : Cet article décrit une résolution analytique dmsdes propres de vibration pour une structure rail
sous l'influence d’'une source mobile, le rail eshd@lisé comme poutre Euler infinie posée sur degsuiap
élastique et périodique.

L'utilisation de la transformée de Bloch permetrdeomposer la réponse globale du systéme entre agouis
élastiques, en utilisant la sommation sur les modlasrésolution analytique de la sommation de dséries
géométrique afin de tenir compte de l'influenceales les appuis deos a +wo a été réalisée. L'évaluation de la
transformée de Bloch permet la décomposition dtésyes. La résolution de I'équation du mouvement pede
déterminer la réponse dynamique de la structuréopigue sous I'effet d’'une source mobile.

Pour déterminer la réponse dynamique pour une &aydelconque du rail, nous avons appliqué la thede
Floquet. Pour cela on applique la théorie pour tveu le déplacement des appuis, et aussi le déplacede la
travée en fonction du déplacement d€tavée.

Des codes de calcul sous environnement Matlab tEntéalisés dans ce sens. Toute I'analyse est memée
variables adimensionnelles.

MOTS CLES : Rail, Charge Mobile, Fonction de Green, OndeBldeh, Théorie de Floquet.

1. Introduction :

Les trains modernes (comme le TGV en France o& 8@ Allemand,...) peuvent se déplacer
avec des vitesses tres élevées et les effets dynesndus a leur mouvement sur le rail et le
support ne sont pas négligeables. En outre ilynaesoin d'évaluer le bruit induit par
vibration.
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Le cas d'un rail attaché sur des supports espacéséthe longueur, est modélisé comme
poutre infinie posée sur appuis périodique, a Bténsivement étudié dans la dynamique
linéaire et non linéaire.

Les structures périodiques sont étudiées depugtdarps, mais I'histoire a été tracée par L.
Brillouin [1] (il y décrit de maniere analytique laropagation des ondes élastiques,
électromagnétiques et électroniques dans les néseatant, Newton a étudié la propagation
du son dans l'air il a conclu que le son se progiayes I'air comme une onde élastique dans
un réseau périodique de masses-ressorts. Ceuxapenétsuffisants pour permettre
I'élaboration des idées de propagation de l'orate lilans de telles structures. Des analyses
de vibration de ces structures sont fréquemmenpées, et des études étendues de leurs
mouvements harmoniques libres ont été effectuéesars des 40 derniéres annees.

Une partie de ce travail sur le mouvement librend® dans les structures qui est approprié
aux themes de cet article est contenue dansflaemées [1-8].

La méthode utilisée pour obtenir la réponse dynamigous charge mobile comprend le
calcul des matrices de transfert [9][10][11][12{tilisation d'ondes Bloch [13] [14] et des
solutions a éléments finis [15][16].

En 1981 Munjal et Heckl [9], été idéalisent Le sysé «rail-support » par une poutre
périodique infinie soumise a une force oscillatoi@elle-ci génére quatre ondes, deux se
déplacant vers la droite et les deux autres vegaleche. Les constantes de propagation sur
toute la gamme de fréquence sont déterminées.

Nordborg [14] est utilisé La transformée de Fauyrie théoreme de Floquet ainsi que la
fonction de Green (poutre libre) pour la résolutim I'équation différentielle régissant le
comportement dynamique. La poutre est simulée par poutre d’Euler dont les appuis
périodiques sont flexibles. La solution est déteédridans le domaine fréquentiel.

Belostserkovkiy [17-19] considére une travée edegex supports qui sont censé idéaliser la
poutre rail infinie. Il y applique des conditionsixalimites appropriées afin de résoudre
I'équation différentielle régissant le comportemetd la poutre. L’utilisation de deux
approches (celle de Mead et celle de I'auteur végacédemment) lui permet de résoudre le
probleme. Cependant il est indique de modélisstrlacture comme une poutre de Bernoulli,
particulierement pour la vibration latérale du .rdfllus tard, il complete son étude en
s’intéressant a des forces sous forme d’'impulsiostantanées (Belotsekovskiy, 1999) [17].
En 2002[18] il évalue la réponse dynamique d’unety@infinie simulée par une poutre de
Timoshenko sur appuis viscoélastiques, les forGatedaction étant pris en compte. Mais la
poutre est toujours discrétisée entre deux appdjecents. Puis en 2004 [19], il étudie a
nouveau l'interaction entre les roues, régulierenespacées, d’un train supposé infini roulant
sur une voie modélisée par une poutre de Timoshigrfikde.

En 1990, Mead et Yaman [22] sont développée Uneoapp afin d’analyser la réponse
harmonique d’une poutre infinie, uniforme sur agpmiultiple. La poutre est excitée par une
force unique ou multiple. Les équations présenwm# relatives a différents types de
supports. Les effets d’amortissement peuvent &tseem compte. Plus tard, en 1991[23], les
auteurs analysent la méme structure, mais soumise dorce transversale harmonique. La
réponse globale correspond a la somme des ondetexden générées par les forces
appliquées

Pour la poutre de Timoshenko, Maria A.Heckl [24Egente un modéle mathématique sur la

propagation des ondes dans les structures infileesnodele présente plusieurs types
d’appuis, poutre avec support massique et poutez awupport rigide, I'étude fait sur la

657



© 2018 JARST. All rightsreserved

Lecheheb M. etal., Journal of Advanced Research in Science and Techmwagly, 2018, 5(1), 657-669.

déformation d’une poutre pour toutes les directimedéle (3d)), dans I'emplacement de la
fonction de Green il y a la matricex3 de la fonction de Green qui représente la répdase

les trois directions (latéral, vertical, et axidBs éléments de la fonction de Green sont
calculés par le principe de Hamilton.

J.F. Hamet [25] présente et compare deux modélnsatiu comportement vibratoire d'un ralil
posé sur traverses (blochets) basées respectivenmed¢ux modélisations du rail : celle de la
poutre mince (Euler) et celle de la poutre épafSsmoshenko). Pour chaque modélisation,
I'équation différentielle du mouvement, les phénoesede propagation et la réponse a une
force extérieure ponctuelle est abordés et analysés

14 7

Lassoued. R, Lecheheb. M, Bonnet, G [26] ont étérits le calcul du champ d'onde
provogquée par une charge mobile d'une poutre sopat périodique. Le champ d'onde est
obtenu par la décomposition par les ondes de Bloahésolution du probléeme homogéne
conduit a I'équation de dispersion, aux ondes delBkt les bandes d'ondes. Les ondes de
Bloch et les courbes de dispersion contient toatpHysique du probleme dynamique et le
champ d’onde induite par une charge dynamique @ au systeme est alors obtenu par
une décomposition en ondes de Bloch, méme a lang#asition d’habitude dans les modes
dynamiques sur une structure finie. La méthodagsliquée pour obtenir le champ induit par
une charge se déplacant a vitesse constante suypawtee mince appuye par des supports
elastiques périodiques.

Pour les poutres a plusieurs travées. Wu et D&7Lént étudié la réponse d'une poutre non
uniforme pour plusieurs travées soumis a une $#e® charges qui se déplacent avec une
vitesse variable dans les mémes sens et dansrdealis opposées.
Mead (1986) détermine la fonction réponse pour wsteucture infinie, uniforme,
unidimensionnelle, soumise a des forces ou montertaoniques, régulierement espacés. Il
met au point une équation générale pour déternigmrconstantes de propagation et la
réponse dynamique de la structure considérée, mettieode (qui semble plus simple que les
précédentes) a pu étre appliquée afin d’étudier :

o Une poutre de Timoshenko sur appuis périodiques.

0 Une plaque paralléle sur appuis périodiques destppetres.

L'objectif du document est de produire la réporisea@lpoutre sur appuis periodiques soumis
a une charge mobile, en utilisant la transforméBlAllaire [27], Sanchez [28]. Des parties
de la solution sont semblables a celles utilisesLjangley [29] pour les structures 2D ou
Hamet [30] pour la poutre de Timoshenko soumis & echmarge dynamique (non mobile), et
les démarches sont les mémes avec [26]. Apresawoss appliqué le théoréme de Floquet
[20] pour trouver la réponse dynamiques pour n'inggu’elle travée de la poutre infinie.

2. la réponse de la poutre soumise a une charge nileb

La voie est modélisee par une poutre (rail) infianmh longue, posée sur des appuis
périodiques présentée dans la figure (1), la poestemodélisée comme poutre d’Euler ou
'espacement entre les appuis est fixe égdle a

F
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Figure 1. Rail sur appui périodique sous l'influence d’'waoeirce mobile
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Le déplacement vertical(x t)de la poutre sous l'action d’'une force vertiedk,t)est la
solution de I'’équation dynamique pour la poutre :

4 2
o y(x9, 0°y_

ox* at? F(x9=0 (

El

m : Masse linéique du rail ;
E : module de Young.

L'utilisation les mémes démarches que [26] permeétie résolution de cette équation et de
trouver le transforme de fourrier et le transfomeebloch :

o 9% . -
mw (KL 9+ m— Y(K, )= E(K, )
ot (2)
Cette équation est identique a I'’équation permetiancalculer les composantes temporelles
de chaque mode en calcul modale des structurest @ équation différentielle deuxieme
ordre avec second membre représentée par la contpasaticale de la force extérieure.
Le transforme de Bloch d€(t) est :
EK D=7, =viZZ K )R2Z
| I (3)
Les composants de Bloch du déplacement induitgpahéarge mobile sont donc des solutions
de I'’équation suivante:

M (K, 9+ ms (K, 3=, X = vEZ, k) 2
ot | I (4)

La solution de cette équation différentielle est :

o (K =2 e?™" sin(k, Vt)- sin(k (V&= 1)) €™ sinh(g Vty- sinh(g (V¢ |)}
(5)

|| n[coskl)- cos(@K ) y,| cosh(l ) cost&’ )
Avec les valeurs dg;et y,sont :

Yo =m(w = KV 6)
Y, =m(w + V) @)

Cette solution peu transformer par I'utilisatiorsdeuveaux variable§, X, B, K définir par
x=X.L,t=T.I/V, k= K/l,k = B/l

On utilise ces variablesy devient :
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y(X,T)= °Zj

K= Ocycy(? (8)
ou

a,=B*-B% )
@ =B By (10

_ m\?2|?
El (11)

El

B=—

N (12)

Ou P et Q sont donnée dans [26].

La relation entre le nombre d’ondgét le vecteur d’'onde s’exprimée en utilisant leargités
adimensionnels

+£ sin(B) B sinh@®) 0
| cosB)- cosK ) cosHg ) co¥{ |) (13)
Ou le parametre non-dimensionnel s’écrit :
_ 1°z
4E| (14)

L’équation de dispersion (13), nous permet de ¢atda nombre d’'onde adimensionnel en
fonction de la fréquence.
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Nombre d onde Non-dimentionnel

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
Fréquence (Hzl)

(2.b). supports élastiques sy= 2e7
Figure 2. Courbe de dispersion pour les trois prengéres bandes

La figure 2, montre les courbes de dispersion feartrois bandes passantes pour des
supports élastiques tres rigides (2.a), et desmstgpplastiques moins rigides (2.b).

Nous pouvons conclure le nombre d’onde adimensioandonction de la fréquence et le
type du support, par exemple pour la fréquence H2pE nombre adimensionnel d’'onde K=
2,254 pour sy= 3el0, et K=2,875 pour sy= 2e7.

3. La réponse dynamique pour deux travees :

Nous supposons une poutre infinie posée sur dassappriodiques infinis (dec a +x), la
charge mobile est considérée entre I'appui O @ipl 1, pour trouver le déplacement dans
n'importe qu’elle travée sous l'influence de cebece, nous avons obligées de calculer le
déplacement dans la travée adjacente de la trarésr fa force mobile.

't

Xy oo

Figure (1) : Poutre infinie sur appuis périodiqoescharge mobile

Il est plus efficace de considérer un rail infiti dutiliser les propriétés du théoreme de
Floquet [Hamet].

Mead [1975] montre que des ondes libres peuvengrgeager sur un systéme périodique
uniquement pour certaines gammes de frequenceddbale Bloch), les deux figures () et ()
nous montrent les bandes passantes (bandes de) Blaclfonction des caractéristiques
physiques du rail et du support.

L’application de la théorie de Floquet nous perdetrouver le déplacement dans n'importe
point et n'importe travée dans la poutre infinie.
Donc ; on peut écrire :
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y(x +n.l) = (D)™ y(x).e ™Kl
Ou: )
y(x) Le déplacement pour la Bitravée et il est connu;
K est le nombre d’onde adimensionnel;

[ : L’'espacement entre deux appuis ;
n: Le nombre de la travée.

Pour le déplacement des appuis :

Y+ = yi-e

Ou y, le déplacement pour I'appui N°01, et il est connu.
Les conditions aux limites :

yn(1) = yn-1(0), ouy((n.)) + &) = y((n.1) — €) = y(n.1)

b Y

15§

J16

(17)

| 2o

y(x)

ittt T Sy S S —

Figure 3. La forme de déplacement pour les deux travéexadies

D’apres la figure 3, le déplacement dans la deugitravée est en fonction de déplacement de

la poutre et le déplacement des appuis, donc onéoeive :
yx+ 1) =y — (y21(x) + y22(x))

Ou y21(x) est due de la déformation de I'appui
Et y22(x) due de la déformation de la travée.
Les conditions aux limites :

v21 (1) =0,

(18)

(19)
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Y1 (2D =y@2D) = y().e™ (20)

-~ (D). e K

y(D.(1—e™h

L.
cosa |1 v 50

Figure 4. Déplacement de la deuxieme travée

La figure 4, nous donne :

_a—Kl
sina = M (21)
_a—Kl
Ou : @ = arcsin (M) (22)
1
_~—Kl
Et y51(x) = x.sina =M.x (23)
_ _ 1
Y22(x) =y(x + %).e K'l-cosa (24)
¥ = yx).e Xl tga (25)
Donc :
yx+D) =y - (y21(x) + }’zz(x)) (26)
Enfin :
0.(1—eKl N 1
yx+D) =y - (%x +y(x + x).e7 K1, — a) (27)

Ou la valeur der est donnée dans (25).

4. la réponse dynamique pour « n » travées

Pour calculer le déplacement pour une distancetre des deux supports n et n+1, il faut
d’abord calculer le déplacement dans |&"G3ravée :

L’équation (2), nous donne le déplacement pourpllaN°03:

vz =y(@3D) =y;.e72K (28)

l.cosa sy
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y(D). (e8! — &7

y(@D-----
v

Figure (5). Déplacement de la troisieme travée

y(x +20) =y(3l) — (y3:(x) + y32(x)) (29)
_a~—2KlI1 —-KI_,-2XKl
sinas) :y(ZI)-(ll e 28 _ y.(e l e 280 (30)
-KIl_,.-2XKlI
(3 = arcsin (y(l).(e l e2 )) (31)
. _y.eKl-e2Kl)  y3(0)
sinazy = . = m 23
Donc .
-KIl_,-2Kl
ya () =X - 38
_ = —2K1 _ 1
Y32 (x) = y(x x(3)). e cosam, 134
Ou X = y(0).e7 X tgas
(35)
Donc :
y(x +20) = y(1).e"2K - (Y31(x) + V32 (x)) (36)
Et enfin :
_ 2kl _ (y©.(eKl-e2KD) e —2Kl __ 1 )
y(x+20) =y(l).e ( . l—x)+ y(x x(3)). e - (37)

Ou la valeur de (3, est donnée dans (35).

Donc, pour écrire le déplacement ; ils ont deuxnide, une paire et I'autre impaire :

—(n-1).Kl__,-nKl
y(x +n.l) = y().e ™K - (y(l)-(e 11 ) 4 y(x = Ty )- e KL — ) (36)

" cos &)

Pour (n=2, 4, 6, 8,...).
Et
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y(l).(e'(n—l)-K-l_e—n.K.l)
l

y(x +n.l) = y(l).e" (@~ DKI _ ( x4 y(x 4 Xy ). e : ) (37)

" cos ap)

Pour (n=3,5,7,9,...).

Avec :

y(l).(e_(n—Z)K-l_e—(n—l).K.l))

Ay = arcsin( ]

(38)

Xmy = y(x).e” DKL tg o (39)

5. Résultats et discussions :

On consideére une poutre-rail, ses paramétres plgsispnt :

Les paramétres physiques du rail
RAIL TYPE 60 KG UIC - E 1 (NORME DIN 5901
hauteur 172 mm
Patin 150 mm
Boudin 72 mm
Masse linéique théorique 60,21 kg/m
Moment d'inertie Ix 3055 ch
Module d'inertie Ix/v 335,53 cth
section 76,86 cf
Masse volumique 7870 kgfm

Les caractéristiques physiques des supports :

> Supports élastiques (rigidité élevée$10° N/m, et de faible rigidité ,$2.10 N/m)
» Ladistance entre supports conseécutifs est L = Q.6m
» La masse de la traverse m = 162kg ;

x10
3 T T T T T T T T T
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
) T : : e [ [ I_ i o
! Olére travée V=500Km/h ! ! !
: Olére travée V=40Km/h : : : :
l----- - 02éme travée V=500Km/h [~~~ — 1 -~~~ ~ -~~~ ~ e e
02eme travée V=40Km/h : :
|
|
|
|

Déplacement, (m)
N
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|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
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|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

I
I
I
e iy
I
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A= r T i i [ e i
I I I I I I
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Fig(6) : Déplacement vs X (Non-dimentionnel) poaux travées (X=0,50)
supports élastiques sy= 3e10
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6. Conclusion

La méthode de la transformation Bloch a été udligour étudier la dynamique d'une
structure rail reposant sur des supports périodigiigermet de calculer la réponse de rail a
nimporte quel chargement dynamique en calculanttrémsformation de Bloch du
déplacement induit par le chargement.
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